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Ââåäåíèå
Ñóììû ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü òåðìèí "ñëó÷àéíûå ñóììû") èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ìíîãèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé. Ìíîãî÷èñëåí-
íûå ïðèìåðû çàäà÷ èç ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé íàóêè è ïðàêòèêè, â
êîòîðûõ ñëó÷àéíûå ñóììû ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäå-
ëÿìè, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ Â. Ì. Êðóãëîâà è Â. Þ.
Êîðîëåâà (Êðóãëîâ è Êîðîëåâ, 1990) è Á. Â. Ãíåäåíêî è Â. Þ. Êîðîëåâà
(Gnedenko and Korolev, 1996). Çäåñü æå ìû îãðàíè÷èìñÿ óïîìèíàíèåì
ëèøü òåõ ïðèëîæåíèé, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â äèññåðòàöèè. Ê èõ ÷èñëó
â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñèòñÿ òåîðèÿ ðèñêà � ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòðà-
õîâàíèÿ. Çäåñü íåöåíòðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ñóììû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè
ñóììàðíûõ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé (âûïëàò) çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè; öåíòðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ñóììû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè îñòà-
òî÷íîãî ðåçåðâà ñòðàõîâûõ âûïëàò. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå öåíòðèðîâàíèå
ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ êàê íåñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè (÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò äåòåðìèíèðîâàííîìó ïîñòóïëåíèþ ñòðàõîâûõ ïðåìèé), òàê è ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àéíûì ñòðàõîâûì ïðåìèÿì è,
âîçìîæíî, ó÷åòó äðóãèõ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà âåëè÷èíó
ðåçåðâà).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñëó÷àéíîãî ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòèâíî
ðàçâèâàþùèìñÿ ðàçäåëîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â ïîäòâåðæäåíèå ýòîãî
â äîïîëíåíèå ê óæå óïîìèíàâøèìñÿ ìîíîãðàôèÿì (Êðóãëîâ è Êîðîëåâ,
1990) è (Gnedenko and Korolev, 1996) óïîìÿíåì êíèãè À. Ãóòà (Gut, 1988),
Â. Þ. Êîðîëåâà (Êîðîëåâ, 1997), Â. Â. Êàëàøíèêîâà (Kalashnikov, 1997)
è íåäàâíî âûøåäøèå ìîíîãðàôèè Ä. Ñ. Ñèëüâåñòðîâà (Silvestrov, 2002),
Â. Å. Áåíèíãà è Â. Þ. Êîðîëåâà (Bening and Korolev, 2002)è Ë. Á. Êëå-
áàíîâà (Klebanov, 2003), ñîäåðæàùèå èçëîæåíèå êàê îñíîâ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé òåîðèè ñëó÷àéíîãî ñóììèðîâàíèÿ, òàê è îïèñàíèå ñïåöèàëüíûõ åå
ðàçäåëîâ. Íå ïðåóìåíüøàÿ âêëàä îñòàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ, ïîñâÿòèâøèõ
ñâîè ðàáîòû èññëåäîâàíèþ òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ñóìì, óïîìÿ-
íåì çäåñü ëèøü îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû Ã. Ðîááèíñà (Robbins, 1948),
êîòîðûé â ñõåìå "íàðàñòàþùèõ" ñóìì íàøåë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäè-
ìîñòè ðàñïðåäåëåíèé íåöåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ñóìì ê ìàñøòàáíûì,
à íåñëó÷àéíî öåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ñóìì � ê ñäâèãîâûì ñìåñÿì
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íîðìàëüíûõ çàêîíîâ; Ð. Ë. Äîáðóøèíà (Äîáðóøèí, 1955), îáîáùèâøåãî
ðåçóëüòàòû Ðîááèíñà íà ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíî èíäåêñèðîâàííûå ñëó-
÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå öåíòðèðóþùèõ è
íîðìèðóþùèõ êîíñòàíò; Á. Â. Ãíåäåíêî, êîòîðûé, âî-ïåðâûõ, ñîâìåñòíî
ñî ñâîèì ó÷åíèêîì Õ. Ôàõèìîì äîêàçàë çíàìåíèòóþ òåîðåìó ïåðåíîñà,
óñòàíàâëèâàþùóþ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ
ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ â
ñõåìå ñåðèé (Ãíåäåíêî è Ôàõèì, 1969), è, âî-âòîðûõ, ïîñòàâèë çàäà÷ó îá
îòûñêàíèè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óïîìÿíóòîé ñõîäèìîñòè,
ïåðâûå øàãè â ðåøåíèè êîòîðîé áûëè ñäåëàíû åãî ó÷åíèêàìè è ïðåæ-
äå âñåãî, À. Â. Ïå÷èíêèíûì (Ïå÷èíêèí, 1973) (äëÿ ñëó÷àÿ ñõîäèìîñòè ê
íîðìàëüíîìó çàêîíó) è Ä. Ñààñîì (Ñààñ, 1972), (Szasz, 1972) äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ; Â. Ì. Êðóãëîâà, â ÷àñòíîñòè, íàøåäøåãî íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ñëó÷àéíûõ ñóìì (Êðóãëîâ, 1998);
Â. Þ. Êîðîëåâà, êîòîðûé, âî-ïåðâûõ, ñîâìåñòíî ñ Â. Ì. Êðóãëîâûì íà-
øåë îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ãíåäåíêî�Ñààñà î íåîáõîäèìûõ è
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ ñóìì íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ (Korolev and Kruglov,
1998), è, âî-âòîðûõ, óòî÷íèë è îáîáùèë óïîìèíàâøèåñÿ âûøå ðåçóëüòà-
òû Ð. Ë. Äîáðóøèíà, óêàçàâ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîé
ñõîäèìîñòè ñóïåðïîçèöèé ïðîèçâîëüíûõ íåçàâèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ (Korolev, 1996). Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèëè óñòà-
íîâèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ
ðèñêà êàê ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè, òàê è ñî ñëó÷àéíûìè ïðåìèÿìè (Áå-
íèíã è Êîðîëåâ, 2000a), (Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000b), (Bening and Korolev,
2002).

Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêîãî èíòåðåñà, çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâå-
äåíèè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì èìååò åùå è áîëüøîå ïðàêòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå. Äåëî â òîì, ÷òî íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñ-
ëÿòü èëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñóìì èëè èõ êâàíòèëè. Íàïðèìåð,
ê âû÷èñëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåöèàëüíîé ñëó÷àéíîé ñóììû ñâîäèòñÿ
çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïî ôîð-
ìóëå Ïîëëà÷åêà�Õèí÷èíà�Áååêìàíà, ñì., íàïðèìåð, (Áåíèíã è Êîðîëåâ,
2000a). Ê âû÷èñëåíèþ êâàíòèëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ñóììû ñâî-
äèòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñòðàõîâîé äåÿòåëü-
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íîñòè, íàïðèìåð, ñòàâêè ñòðàõîâîé ïðåìèè, ãàðàíòèðóþùåé æåëàåìóþ
âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ, èëè ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîãî ðåçåðâà (ñì., íà-
ïðèìåð, (Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000a), (Bening and Korolev, 2002)). Òî÷íûå
âû÷èñëåíèÿ â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ÷ðåçâû÷àéíî çàòðóäíåíû, òàê êàê, âî-
ïåðâûõ, äëÿ èõ îñóùåñòâëåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü òî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ
êàê èíäåêñà (÷èñëà ñëàãàåìûõ â ñóììå), òàê è ñëàãàåìûõ, è, âî-âòîðûõ,
äàæå åñëè óêàçàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîñòüþ èçâåñòíû, ñàìè âû÷èñ-
ëåíèÿ êàê ïðàâèëî òðóäíî ðåàëèçóåìû, òàê êàê çàìêíóòûå, êîíå÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé (èëè èõ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé) ñëó÷àéíûõ ñóìì âîçìîæíû ëèøü â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó-
÷àÿõ. Òàêèì îáðàçîì, âåñüìà àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá èçó÷åíèè
âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ðàñïðåäå-
ëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì è èõ òî÷íîñòè.

Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ àïïðîêñèìàöèé íàèáî-
ëåå îáîñíîâàííûì, ïîæàëóé, ÿâëÿåòñÿ òîò, êîòîðûé îðèåíòèðîâàí íà èñ-
ïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé. Ïîä àñèìïòîòè÷åñêîé àï-
ïðîêñèìàöèåé ìû áóäåì ïîíèìàòü ïðèáëèæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé ñóììû ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî (ïðè òåõ èëè èíûõ óñëîâèÿõ) çàêîíà
èëè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ êîíñòðóêöèé, êîòîðûå ñáëèæàþòñÿ â îïðåäå-
ëåííîì ñìûñëå ñ èñêîìûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ê ÷èñëó òàêèõ êîíñòðóêöèé
îòíîñÿòñÿ, ïðåæäå âñåãî, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ è "ñîïðîâîæäà-
þùèå" ñìåñè � ñïåöèàëüíûå ñäâèãîâûå ñìåñè çàêîíîâ, ïðåäåëüíûõ äëÿ
ñóìì íåñëó÷àéíîãî ÷èñëà òåõ æå ñëàãàåìûõ. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿ-
ùåíà èçó÷åíèþ âîçìîæíîñòè è òî÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ àïïðîêñèìà-
öèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Â ÷àñòíîñòè, â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì â òîé ñèòóàöèè, êîãäà ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëàãàåìûõ èìåþò òÿæåëûå õâîñòû. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàáëþ-
äàåòñÿ óñòîé÷èâûé ðîñò èíòåðåñà ê òàêèì ðàñïðåäåëåíèÿì, ñì., íàïðè-
ìåð, êíèãè (Embrechts and Kl�uppelberg and Mikosch, 1998), (Klebanov,
2003). Ýòî îáóñëîâëåíî, ïî-âèäèìîìó, íåîáõîäèìîñòüþ èçó÷åíèÿ òàê íà-
çûâàåìûõ áîëüøèõ ðèñêîâ, ñâÿçàííûõ ñ êàòàñòðîôè÷åñêèìè ñîáûòèÿìè.
Èçâåñòíî ìíîãî òðàêòîâîê ïîíÿòèÿ "ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òÿæåëûìè õâîñòà-
ìè". Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû ñëåäóåì ïîäõîäó, â ðàìêàõ êîòîðîãî ïîä
ðàñïðåäåëåíèåì ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå,
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ïðèíàäëåæàùåå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íåíîðìàëüíîãî óñòîé÷èâîãî çàêîíà.
Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ â äèññåðòàöèè íàéäåíû îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæå-
íèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ñóììû ñ ïîìîùüþ à) óñòîé÷èâîãî çàêîíà,
á) ïðåäåëüíîé ñäâèãîâîé ñìåñè óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ è â) "ñîïðîâîæäàþ-
ùåé" äèñêðåòíîé ñìåñè óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ. Ïîëó÷åííûå íîâûå îöåíêè
îáîáùàþò è óòî÷íÿþò àíàëîãè÷íûå îöåíêè, íàéäåííûå ðàíåå äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ñëàãàåìûå èìåþò êîíå÷íûå äèñïåðñèè (ñì., íàïðèìåð, (Êðóãëîâ è
Êîðîëåâ, 1990) è äàëüíåéøèå ññûëêè òàì). Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè, ïðåä-
ëîæåííîé Â. Ì. Çîëîòàðåâûì (Zolotarev, 1997), ïîëó÷åííûå îöåíêè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü "åñòåñòâåííûìè", ïîñêîëüêó îíè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçûâàþò
êðèòåðèé è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî òîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé èíäåêñ èìååò ïóàñ-
ñîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ òðàäèöèîííî ïîïóëÿðíà â àê-
òóàðíîé ìàòåìàòèêå. Íàðÿäó ñ óïîìÿíóòûìè âûøå îöåíêàìè, äëÿ ñëó÷àÿ
ñëàãàåìûõ ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷-
íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé ñóììû ñ ïî-
ìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ýäæâîðòîâñêîãî òèïà. Â îòëè÷èå
îò èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ äëÿ ïóàññî-
íîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Ã. Êðàìåðà (Cram�er,
1955), Ôîí Õîññè è Ðàïïëà (Von Chossy and Rappl, 1983), Â. Å. Áåíèí-
ãà è Â. Þ. Êîðîëåâà (Bening and Korolev, 2002)), ñôîðìóëèðîâàííûõ â
òåðìèíàõ î-ñèìâîëèêè, â äèññåðòàöèè ÿâíî âûïèñàíà îöåíêà îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿò àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû Ë. Â. Îñèïî-
âà (Îñèïîâ, 1972) äëÿ ñóìì íåñëó÷àéíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí (òàêæå ñì. (Ïåòðîâ, 1972)) íà ïóàññîíîâñêèå ñëó÷àéíûå ñóììû.

Áîëüøîå âíèìàíèå â äèññåðòàöèè óäåëåíî èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà. Ýòè ïðîöåññû
õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëó÷àéíîñòüþ èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ
ïðåìèé è èíòåíñèâíîñòè ñòðàõîâûõ âûïëàò. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
îáîáùåííûå ïðîöåññû ðèñêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñîáûì îáðàçîì öåí-
òðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ñóììû. Òàêèå îáúåêòû èíòåðåñíû â ñèëó ñëåäó-
þùåãî îáñòîÿòåëüñòâà. Òðàäèöèîííî èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå-
íèå ñëó÷àéíûõ ñóìì ëèáî ïðè íåñëó÷àéíîì öåíòðèðîâàíèè èõ êîíñòàí-
òàìè, ëèáî ïðè ñëó÷àéíîì èõ öåíòðèðîâàíèè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè,
íàïðÿìóþ ñâÿçàííûìè ñ ÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Îáîáùåííûå æå ïðîöåññû
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ðèñêà çàíèìàþò êàê áû ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ
ñëó÷àÿìè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå ñóììû, öåíòðèðîâàííûå
ñïåöèàëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè � óñëîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
îæèäàíèÿìè ÷èñëà ñëàãàåìûõ îòíîñèòåëüíî íàêîïëåííîé èíòåíñèâíîñòè
ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Ñëó÷àé, êîãäà ñëàãàåìûå � ñòðàõî-
âûå òðåáîâàíèÿ � èìåþò êîíå÷íûå äèñïåðñèè, õîðîøî èçó÷åí. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçëîæåíà â êíèãàõ Â. Å. Áåíèíãà è
Â. Þ. Êîðîëåâà (Bening and Korolev, 2002), (Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000b).
Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ ïðî-
öåññîâ ðèñêà â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé
ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî çàêîíà. Ïîëó÷åíû íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé òàêèõ îáîá-
ùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà, ïîêàçàíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ïðåäåëüíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä ñäâèãîâûõ ñìåñåé óñòîé÷èâîãî çàêîíà, ïðèòÿãè-
âàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ñëàãàåìûõ. Íàéäåíû îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëè-
æåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà ñ áîëüøèìè âûïëà-
òàìè ñ ïîìîùüþ à) ïðåäåëüíîé ñäâèãîâîé ñìåñè óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ è
á) "ñîïðîâîæäàþùåé" äèñêðåòíîé ñìåñè óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äëÿ ñèòóàöèè, â êîòîðîé òðå-
áîâàíèÿ èìåþò êîíå÷íûå äèñïåðñèè, çäåñü ïîëó÷åíû îöåíêè, ñòðóêòóðà
êîòîðûõ ñóùåñòâåííî áîëåå åñòåñòâåííà, íåæåëè ó èçâåñòíûõ ðàíåå îöå-
íîê.

Â äèññåðòàöèè òàêæå ðàññìîòðåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îöåíîê òî÷íîñòè
àñèìïòîòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì ê
ðåøåíèþ êîíêðåòíîé çàäà÷è èç îáëàñòè òåîðèè ðèñêà � çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè ïàðàìåòðîâ ñòðàõîâîé äåÿòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ íåêëàñ-
ñè÷åñêèé ñòîèìîñòíîé ïîäõîä, â ðàìêàõ êîòîðîãî îïòèìèçèðóþòñÿ (ìè-
íèìèçèðóþòñÿ) ñóììàðíûå èçäåðæêè ñòðàõîâîé êîìïàíèè çà íåêîòîðûé
ôèêñèðîâàííûé ïåðèîä âðåìåíè. Ñòîèìîñòíîé ïîäõîä ê çàäà÷àì ñòðàõî-
âàíèÿ òåñíî ñâÿçàí ñ çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè è ðàçðàáàòûâàëñÿ, â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ À. Êîôìàíà (Êîôìàí, 1966), Ã. Â. Ðîòàðü (Ðîòàðü,
1972a), (Ðîòàðü, 1972b) è Å. Â. Áóëèíñêîé (Áóëèíñêàÿ, 2003). Ðåøåíèå
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ êîðíÿ íåêîòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììàðíîãî ñòðàõîâîãî òðåáîâàíèÿ.
Ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âîçìîæíî òîëüêî ïðè ïîëíî-
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ñòüþ èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé è èõ ÷èñëà, ÷åãî
íà ïðàêòèêå, âîîáùå ãîâîðÿ, áûòü íå ìîæåò, ñ ïîìîùüþ îöåíîê òî÷íîñòè
àñèìïòîòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì â
äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ óïîìÿíóòîãî
óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå âîçìîæíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ èçäåð-
æåê. Îáñóæäàåòñÿ òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê.

Êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà ñîäåðæàíèè äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà îöåíêàì òî÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ àïïðîêñèìà-

öèé äëÿ îáîáùåííûõ ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, ïðåäïîëàãàÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå àáñîëþòíîãî ìîìåíòà, íå ìåíüøåãî, ÷åì òðåòèé. Ýòà îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óïîìÿíóòîé âûøå îöåíêè Ïåòðîâà (Ïåòðîâ, 1972)
íà ñëó÷àé ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì.

Â ãëàâå 2 îïðåäåëåíû è íàéäåíû "åñòåñòâåííûå" îöåíêè òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì ê óñòîé÷èâûì çàêîíàì.
Òàêæå äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç êîòîðîé ïî-
ëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì, èñ-
ïîëüçóÿ äîêàçàííóþ îñíîâíóþ òåîðåìó, ïðèâåäåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì ê óñòîé÷èâûì çàêîíàì â ðàâíî-
ìåðíîé ìåòðèêå ïðè îòñóòñòâèè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèñïåðñèè, îöåí-
êè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì "ñîïðîâîæäà-
þùèìè" è ïðåäåëüíûìè ñäâèãîâûìè ñìåñÿìè óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ.

Â ãëàâàõ 3 è 4 èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ
ïðîöåññîâ Êîêñà ñ áîëüøèìè ñêà÷êàìè è îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà
ñ áîëüøèìè âûïëàòàìè. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ "åñòåñòâåííûå" îöåíêè ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé óïîìÿíóòûõ ïðîöåññîâ ê ïðåäåëüíûì
ñäâèãîâûì ñìåñÿì óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ.

Â ãëàâå 5 âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà, ìè-
íèìèçèðóþùåãî ñðåäíèå èçäåðæêè ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ïîòîê ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì, íà îñíî-
âå íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ñòðîÿòñÿ äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ðåøå-
íèÿ óïîìÿíóòîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè,
ñâÿçàííûé êàê ñ âîçìîæíîñòüþ èíâåñòèðîâàíèÿ êàïèòàëà â ïðèáûëüíûå
ïðîåêòû, òàê è ñ âîçìîæíîñòüþ â íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ ïîëüçîâàòüñÿ
êðåäèòàìè.
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Öåëü ðàáîòû
Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ àï-

ïðîêñèìàöèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì, ó êîòîðûõ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëàãàåìûõ èìåþò òÿæåëûå õâîñòû, îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà,
îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà; à òàêæå îòûñêàíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê
îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ïðîäóêòà â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè èç-
äåðæåê ïðè óïðàâëåíèè çàïàñàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â

îñíîâå ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ïðåäåëüíûõ òåîðåì ëåæèò îáîáùåíèå
è óòî÷íåíèå ëåììû Ð. Ë. Äîáðóøèíà (Äîáðóøèí, 1955), äîêàçàííîå â
ðàáîòå Êîðîëåâà (Korolev, 1996); â îñíîâå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ëåæèò Òåîðåìà 2.2.1, äîêàçàííàÿ âî âòîðîé ãëàâå, êîòîðàÿ äàåò "åñòå-
ñòâåííóþ" îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì
ê óñòîé÷èâûì çàêîíàì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îñîáåííîñòüþ

ïðåäñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ, îòëè÷àþùåé èõ îò ïðåäûäó-
ùèõ, ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðîãî ìîìåíòà ó ñëàãà-
åìûõ ñëó÷àéíûõ ñóìì, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñóùåñòâåííî áîëåå
øèðîêèå êëàññû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå äâóñòî-
ðîííèå îöåíêè îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîäóêòà â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ
çàïàñàìè è îöåíêè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè èçäåðæåê
ñòðàõîâîé êîìïàíèè ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåíû íà ïðàêòè-
êå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ïå÷àòíûõ ðàáîò:

1. Ò. Ð. Êàøàåâ è Â. Þ. Êîðîëåâ. Îá îïòèìàëüíîì ïëàíèpîâàíèè på-
çåpâà ñ ïpèëîæåíèÿìè ê ñòpàõîâàíèþ. � Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíè-
âåpñèòåòà, Ñåpèÿ 15, âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåpíåòè-
êà, 1999, âûï. 2, ñ. 40-48.
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2. Ò. Ð. Êàøàåâ, Â. Þ. Êîðîëåâ è Ñ. ß. Øîðãèí. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìå-
òîäû îöåíêè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññîâ ðèñêà. � Â ñá. Ñè-
ñòåìû è ñðåäñòâà èíôîðìàòèêè. Èçä-âî ÈÏÈ ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2002,
ñ. 127-141.

3. T. R. Kashaev and V. Yu. Korolev. Natural estimates of the accuracy of
approximation of the distributions of random sums by location mixtures
of stable laws. � Journal of Mathematical Sciences, 2004 (to appear).

4. Ò. Ð. Êàøàåâ è Â.Þ. Êîðîëåâ. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîáùåí-
íûõ ïðîöåññîâ ðèñêà ïðè âîçìîæíîñòè áîëüøèõ âûïëàò. � Îáîçðåíèå
ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè, 2003 (â ïå÷àòè).

5. Ò. Ð. Êàøàåâ. Îá îïòèìàëüíîì ïëàíèðîâàíèè ðåçåðâà è íà÷àëüíîì
êàïèòàëå ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ íåïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè èçäåð-
æåê. � Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåpñèòåòà, Ñåpèÿ 15, âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåpíåòèêà, 2003, (â ïå÷àòè).

6. Ò. Ð. Êàøàåâ è Â. Þ. Êîðîëåâ. On the optimal starting capital and
premium rate in insurance. � XIX International Seminar on Stability
Problems for Stochastic Models, Vologda, 5-12 September, 1998.
Abstracts of Communications. Vologda State Pedagogical University,
Vologda, 1998, p. 26-27.

7. T. R. Kashaev, V. Yu. Korolev and S. Ya. Shorgin. Some optimization
problems for the parameters of risk process. � in: XXII International
Seminar on Stability Problems for Stochastic Models, Varna, Bulgaria,
25-31 May, 2002. Abstracts of Communications, p. 41-42.

8. T. R. Kashaev, V. Yu. Korolev and S. Ya. Shorgin. Optimization
problems for the parameters of risk processes. � in: Applied Stochastic
Models and Information Processes. Memorial seminar dedicated to the
60th birthday of Vladimir Kalashnikov. 8-13 September, 2002,
Petrozavodsk. Abstracts of Communications. p. 80-81.
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Îáîçíà÷åíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òðîéíàÿ ñèñòåìà íóìåðàöèè ôîðìóë, îïðåäå-
ëåíèé, óòâåðæäåíèé è çàäà÷. Ïåðâîå ÷èñëî óêàçûâàåò íà ãëàâó, âòîðîå �
íà ðàçäåë, òðåòüå � íà ïîðÿäêîâûé íîìåð ôîðìóëû, îïðåäåëåíèÿ, óòâåð-
æäåíèÿ, çàäà÷è âíóòðè ðàçäåëà.

Âåçäå â òåêñòå äèññåðòàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå (Ω, A, P).

Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:

P(A) � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A;
1(A) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ A;
EX � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ;
DX � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ;
=⇒ � ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

(ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ);
P−→ � ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè;

d= � ñîâïàäåíèå ðàñïðåäåëåíèé;
∗ � ñèìâîë ñâåðòêè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ;
IR � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
x+ � ôóíêöèÿ max{x, 0};
Ea(x) � âûðîæäåííàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ;
Φ(x) � ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå;
φ(x) � ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñî-
äåðæàùåãî 61 íàèìåíîâàíèå. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 115 ñòðà-
íèö.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Âèêòîðà Þðüåâè÷à
Êîðîë¼âà, êîòîðîìó àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü.
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1

Îöåíêè òî÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ
àïïðîêñèìàöèé äëÿ îáîáùåííûõ
ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé

1.1 Îöåíêè òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
ñóìì

Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Ïóñòü Nλ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì λ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Nλ, X1, X2, . . . íåçàâèñèìû
ïðè êàæäîì λ. Îáîçíà÷èì

Sλ = X1 + . . . + XNλ

äëÿ îïðåäåëåíííîñòè áóäåì ìû ñ÷èòàòü, ÷òî ∑0
j=1 = 0. Ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà Sλ íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé ñóììîé.
Èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èçâåñòíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Sλ ïðè λ →∞ ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Sn = X1 + . . . + Xn. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ëåæèò â îñíî-
âå òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà ñîïðîâîæäàþùèõ áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, ïðåäëîæåííîãî Á.Â. Ãíåäåíêî (ñì., íàïðèìåð, (Ãíåäåíêî è
Êîëìîãîðîâ, 1949)) è ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿâøåãîñÿ ìíîãèìè èññëåäîâà-
òåëÿìè (ñì., íàïðèìåð, (Êðóãëîâ, 1984)).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîð-
ìàëüíîñòè ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì, íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ îöåí-
êó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, óñòàíîâëåí-
íóþ íåðàâåíñòâîì Áåððè-Ýññååíà (Ôåëëåð, 1984),

sup
x

∣∣∣∣∣∣P

Sn − na

σ
√

n


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
C0L

3
0√

n
,

ãäå
EX1 = a, DX1 = σ2, L3

0 =
E|X1 − a|3

σ3 ,

à C0 - ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ

0.4097 <

√
10 + 3

6
√

2π
≤ C0 ≤ 0.7655,

(ñì., íàïðèìåð, (Øèãàíîâ, 1982)).
Äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì âåðíà

Òåîðåìà 1.1.1. Ñõîäèìîñòü

P


Sλ − a(λ)

b(λ)
< x


 =⇒ Φ(x), (λ →∞)

ïðè íåêîòîðûõ ôóíêöèÿõ a(λ) è b(λ) > 0 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò EX2

1 . Â êà÷åñòâå ôóíêöèé a(λ) è b(λ) ìîæíî
âçÿòü

a(λ) ≡ ESλ ≡ λa, b(λ) ≡
√

DSλ ≡
√

λ(a2 + σ2),

ãäå a = EX1, σ2 = DX1 (ñì., íàïðèìåð, (Êîðîëåâ, 1994)).

Â ðàáîòå (Êðóãëîâ è Êîðîëåâ, 1990) ïðèâåäåíà òåîðåìà, óñòàíàâëèâà-
þùàÿ ðàâíîìåðíóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó çàêîíó.

Òåîðåìà 1.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E|X1|3 < ∞. Òîãäà

sup
x

∣∣∣∣∣∣P

 Sλ − λa√

λ(a2 + σ2)
< x


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
1√
λ


C0 + inf

0<q<1


C0L

3
0√

q
+ M(q)





 ,

ãäå
M(q) = max





1

1− q
,

1√
2πeq(1 +

√
q)



 . (1.1.1)
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Âîîáùå, (ñì. (Êðóãëîâ è Êîðîëåâ, 1990)) âåðíà ñëåäóþùàÿ îáîáùàþùàÿ

Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ EX1 = a è DX1 = σ2. Ïóñòü N �
íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íåçàâèñèìàÿ îò
X1, X2, . . .. Ïîëîæèì SN = X1 + . . . + XN . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
E|X1|3 < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî q ∈ (0, 1)

sup
x

∣∣∣∣∣P
(
SN − ESN√

DSN
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ C0L
3
0√

qEN
+ M(q)

E|N − EN |
EN

+ sup
x

∣∣∣∣∣P
(
N − EN√

DN

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ,

ãäå âåëè÷èíà M(q) îïðåäåëåíà â (1.1.1).
Îäíàêî, êàê òîëüêî ìû çàìå÷àåì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ðàññòîÿíèåì

ìåæäó äâóìÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ìû ïðèõîäèì ê
íåîæèäàííîìó ðåçóëüòàòó, (ñì., íàïðèìåð (Korolev and Shorgin, 1997),
(Michel, 1986)).

Òåîðåìà 1.1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E|X1|3 < ∞. Òîãäà

sup
x

∣∣∣∣∣∣P

 Sλ − λa√

λ(a2 + σ2)


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
CL3

1√
λ

,

ãäå
L3

1 =
E|X1|3

(a2 + σ2)3/2 ,

à C ≤ C0 ≤ 0.7655.
Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðèâåäåì íåðàâíîìåðíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì ê íîðìàëüíîìó çàêîíó.
Òåîðåìà 1.1.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Q(x) òà-

êàÿ, ÷òî ∣∣∣∣∣∣P

Sn − na

σ
√

n


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Q(x)
L3

0√
n

.

Òîãäà âåðíà îöåíêà
∣∣∣∣∣∣P


 Sλ − λa√

λ(a2 + σ2)


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Q(x)
L3

1√
λ
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ñ òîé æå ñàìîé ôóíêöèåé Q(x).

Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E|X1|3 < ∞. Òîãäà
∣∣∣∣∣∣P


 Sλ − λa√

λ(a2 + σ2)


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
31.94L3

1√
λ(1 + |x|3) .

Ýòî íåðàâåíñòâî ïðÿìî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà, äîêàçàííîãî â ðàáîòå
(Íàãàåâ, 1965), ñ îöåíêîé êîñòàíòû C, ïîëó÷åííîé â (Paditz, 1989): C ≤
31.94, è Òåîðåìû 1.1.5.

∣∣∣∣∣∣P

Sn − na

σ
√

n


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
CL3

0√
n(1 + |x|3) ,

ãäå C ≤ 31.94.

1.2 Îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ îáîáùåííûõ
ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïîìîùüþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Ïóñòü Y1, Y2 . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäíîé è òîé æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé v(t),

EX1 = 0, EY 2
1 = DY1 = σ2 > 0, E|Y1|k ≤ ∞

ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 3.
Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Hk(x) (IR → IR) êàê

Hk(x) ≡ (−1)kφ(k)(x)

φ(x)
(k = 0, 1, . . .).

Ôóíêöèÿ Hk(x) (x ∈ IR), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè k,
òàê êàê

Hk+1(x) = xHk(x)−H ′
k(x) (k = 0, 1, . . .).

Hk(x) íàçîâåì ïîëèíîìîì ×åáûøåâà-Ýðìèòà ïîðÿäêà k.
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Â êíèãå (Ïåòðîâ, 1972) ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû Sn = Y1 + . . . + Yn, ïîëó÷åííîå íà îñíîâå ôîð-
ìàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ëîãàðèôìà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè â ñòåïåí-
íîé ðÿä

log v(t) =
k∑

ν=2

γν

ν!
(it)ν + o(tk) (t →∞),

ãäå γν � ñåìèèíâàðèàíò ïîðÿäêà ν ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y1. àíàëîãè÷íî
ðàñêëàäûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) = P


 Sn

σ
√

n
< x


 ,

ó êîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

fn(t) =


v


 t

σ
√

n







n

.

Ñäåëàâ îáðàòíûå îáðàçîâàíèÿ, ìû ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîìó ðàçëî-
æåíèþ Ýäæâîðòà ïîðÿäêà r äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûé âåëè÷èí

Gn,r = Φ(x) + φ(x)
r−2∑

k=1

Qk(x)

nk/2 ,

ãäå

Qν(x) = −φ(x)
∑

Hν+2s−1(x)
ν∏

m=1

1

km!


 γm+2

(m + 2)!σm+2




km

, (1.2.1)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì öåëî÷èñëåííûì íåîòðèöàòåëü-
íûì ðåøåíèÿì (k1, k2, . . . , kν) óðàâíåíèÿ

k1 + 2k2 + . . . + νkν = ν

è s = k1 + . . . + kν, à Hk(x) � ïîëèíîì ×åáûøåâà-Ýðìèòà ïîðÿäêà k.
Àíàëîãè÷íî ýòîìó ðàçëîæåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ìû ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ îáîáùåííûõ ïóàñ-
ñîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü X1, X2 . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäèíàêîâîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé v(t), ó êîòîðûõ

EX1 = 0, EX2
1 = DX1 = σ2 > 0, E|X1|k ≤ ∞
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ïðè íåêîòîðîì öåëîì k ≥ 3. Ïóñòü Nλ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ
ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì
λ > 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Nλ, X1, X2 . . . íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Sλ = X1 + . . . + XNλ

ïóàññîíîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ñóììó. Òàê æå ðàçëîæèì â ñòåïåííîé ðÿä
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì

Fλ(x) = P

(
Sλ

σ
√

λ
< x

)

ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

fλ(t) = exp

{
λ

(
v

(
t

σ
√

λ

)
− 1

)}
.

Ñäåëàâ îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû òàê æå ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèþ
Ýäæâîðòà ïîðÿäêà r äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì

Gλ,r = Φ(x) + φ(x)
r−2∑

k=1

Qk(x)

λk/2 ,

ãäå Qk(x) òàêîå æå, êàê è â (1.2.1), íî ñ çàìåíîé ñåìèèíâàðèàíòà ïîðÿêà
k íà ìîìåíò ïîðÿäêà k.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êðàì�åðà (Ñ), åñëè

lim sup
|t|→∞

|f(t)| < 1.

Â ðàáîòå (Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000a) äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ó êîòîðûõ EX1 = a, DX1 = σ2.

Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü r = 3 è ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåò÷àòûì èëè ïóñòü r > 3 è ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êðàì�åðà (C). Òîãäà

sup
x

∣∣∣∣∣∣P

 Sλ − aλ√

λ(a2 + σ2)
< x


−Gλ,r(x)

∣∣∣∣∣∣ = o(λ−r/2+1) (λ →∞).
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Íàøåé ñëåäóþùåé çàäà÷åé áóäåò óòî÷íåíèå çíà÷åíèÿ ñèìâîëà
o(λ−r/2+2) â Òåîðåìå 1.2.1. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åí-
íûé â (Ïåòðîâ, 1972). Ïóñòü Y1, Y2, . . . - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ V (x),

EY1 = 0, EY 2
1 = DY1 = σ2 > 0.

Îáîçíà÷èì

v(t) = EeitY1, Fn(x) = P
( 1

σ
√

n

n∑

j=1
Yj < x

)
, (n = 1, 2, . . .)

Â (Ïåòðîâ, 1972), ãëàâå VI.3, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.2.2. Åñëè E|Y1|k < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k ≥ 3, òîãäà

äëÿ âñåõ x ∈ IR è n ≥ 1 ìû èìååì
∣∣∣∣Fn(x)−Gn,k

∣∣∣∣ ≤

≤ C(k)

{
1

σkn(k−2)/2(1 + |x|)k

∫

|y|≥σ
√

n(1+|x|)
|y|kdV (y)+

+
1

σk+1n(k−1)/2(1 + |x|)k+1

∫

|y|<σ
√

n(1+|x|)
|y|k+1dV (y)+

+


sup
|t|≥δ

|v(t)|+ 1

2n




n
nk(k+1)/2

(1 + |x|)k+1

}
, (1.2.2)

ãäå C(k) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò k è

δ =
σ2

12E|Y1|3 .

Êàê íåñëîæíî âèäåòü, åñëè Y1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êðàì�åðà , òî
sup
|t|≥δ

|v(t)| < 1

äëÿ ëþáîãî δ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (1.2.2) óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì n−p äëÿ ëþáîãî p > 0.

Â ýòîé ãëàâå C(k) áóäåò îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ, çàâè-
ñÿùóþ òîëüêî îò k, íå îáÿçàòåëüíî îäíó è òó æå â ðàçëè÷íûõ ôîðìóëàõ
èëè äàæå â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ îäíîãî è òîãî æå íåðàâåíñòâà.

Èñïîëüçóÿ èäåè è ìåòîäû äîêàçàòåëüâà Òåîðåìû 1.2.2 ìû ìîæåì ïî-
ëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñóìì.
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Òåîðåìà 1.2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

EX1 = 0, EX2
1 = σ2, E|X1|k < ∞

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k ≥ 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > 0 è ëþáîãî x ∈ IR
ìû èìååì

|Fλ(x)−Gλ,k| ≤
≤ C(k)

{
σ−kλ−(k−2)/2(1 + |x|)−k

∫

|y|≥σ
√

λ(1+|x|)
|y|kdV (y)+

+σ−k−1λ−(k−1)/2(1 + |x|)−k−1
∫

|y|<σ
√

λ(1+|x|)
|y|k+1dV (y)+

+


sup
|t|≥δ

|v(t)|+ 1

2λ




λ
λk(k+1)/2

(1 + |x|)k+1

}
, (1.2.3)

ãäå C(k) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò k è

δ =
σ2

12E|X1|3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

V (x) = P(X1 < x), v(t) = EeitX1,

vλ(t) =
+∞∫

−∞
eitxdFλ(x) = exp

{
λ

(
v

(
t

σ
√

λ

)
− 1

)}
,

Yλ =





X, åñëè |X| < σ
√

λ

0, åñëè |X| ≥ σ
√

λ
,

Zλ = X − Yλ, Vλ(x) = P(Yλ < x), σ2
λ = DYλ,

Wλ(x) = P(Yλ − EYλ < x), wλ(t) =
+∞∫

−∞
eitxdWλ(x),

Gλ(x) = EW ∗Nλ
λ (xσλ

√
λ),

gλ(t) =
+∞∫

−∞
eitxdGλ(x) = exp



λ


wλ


 t

σλ

√
λ


− 1






 ,
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pλ =
σ

σλ
, qλ = −EYλ

σλ

√
λ,

Uk(x) = Φ(x) +
k−2∑

ν=1

Qν(x)

λν/2 ,

Uk,λ = Φ(x) +
k−2∑

ν=1

Qν,λ(x)

λν/2 ,

ãäå

Qν,λ(x) = −φ(x)
∑

Hν+2s−1

ν∏

m=1

1

km!


 αm+2,λ

(m + 2)!σm+2
λ




km

,

ãäå αk,λ = E(Yλ − EYλ)
k.

Òàê êàê

EV ∗Nλ
λ (xσ

√
λ) = EW ∗Nλ

λ (xσ
√

λ− λEYλ) = Gλ(pλx + qλ),

òî
|Fλ(x)− Uk(x)| ≤ |EV ∗Nλ(xσ

√
λ)− EV ∗Nλ

λ (xσ
√

λ)|+
+|Gλ(pλx + qλ)− Uk+1,λ(pλx + qλ)|+

+|Uk+1,λ(pλx + qλ)− Uk(x)| ≡ I1 + I2 + I3. (1.2.4)

Â Òåîðåìå 1.2.2 ðàññìàòðèâàëîñü ïðåäñòàâëåíèå (1.2.4), íî ñ çàìåíîé λ
íà n. Äëÿ ñëàãàåìûõ I2 è I3 ìîæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

I2 ≤ C(k)


sup
|t|≥δ

|v(t)|+ 1

2λ




λ

λk(k+1)/2(1 + |x|)−k−1,

I3 ≤ C(k)e−x2/8

σkλ(k−2)/2

{ ∫

|y|≥σ
√

λ(1+|x|)
|y|kdV (y) +

1

σ
√

λ

∫

|y|<σ
√

λ(1+|x|)
|y|k+1dV (y)

}

ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Òåîðåìû 1.2.2. Ïîýòîìó, ïðîâåäÿ àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ îöåíêè I1, ìû äîêàæåì òåîðåìó. Âåðíû ñëåäó-
þùèå ëåììû.

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü EX = 0, 0 < EX2 = σ2 < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ m, n è ëþáîì λ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣V ∗n
λ (xσ

√
λ)− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ C(m)

(1 + |x|)m

m+1∑

k=0

n!

(n− k)!

1

λk
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî íåðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèé

(1 + |x|m)
∣∣∣∣V ∗n

λ (xσ
√

λ)− Φ(x)
∣∣∣∣ ≤ C(m)

∞∫

−∞
(1 + |y|m)dV ∗n

λ (yσ
√

λ).

Ïîýòîìó ëåììà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî
∞∫

−∞
|y|mdV ∗n

λ (yσ
√

λ) ≤ C(m)
m+1∑

k=0

n!

(n− k)!

1

λk
. (1.2.5)

Ìû èìååì
∞∫

−∞
y2dV ∗n

λ (yσ
√

λ) =
1

σ2λ

∞∫

−∞
z2dV ∗n

λ (z) =
n

σ2λ
EY 2

λ +
n(n− 1)

σ2λ
(EYλ)

2.

Ïóñòü Zλ = X − Yλ. Ïîñêîëüêó EYλ + EZλ = 0, òî

|EYλ| ≤ EZ2
λ

σ
√

λ
≤ σ√

λ
. (1.2.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.2.6) âûïîëíåíî äëÿ m = 2 è òåì
ñàìûì äëÿ m = 1. Äåéñòâèòåëüíî,

∞∫

−∞
|y|dV ∗n

λ (yσ
√

λ) ≤
∞∫

−∞
(1 + y2)dV ∗n

λ (yσ
√

λ) = 1 +
n

λ
+

n(n− 1)

λ2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.2.5) èìååò ìåñòî äëÿ äàííîãî m ≥ 2 è äîêàæåì,
÷òî îíî âûïîëíåíî ïðè ïåðåõîäå m íà m + 1. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
k ≥ 2, òàê êàê äëÿ k = 1 íåðàâåíñòâî (1.2.5) ñïðàâåäëèâî â ñèëó ñîîòíî-
øåíèé ∞∫

−∞
|y|mdVλ(yσ

√
λ) =

(
1

σ
√

λ

)m ∞∫

−∞
|x|mdVλ(x) =

=

(
1

σ
√

λ

)m ∫

|x|<σ
√

λ

|x|mdVλ(x) ≤
(

1

σ
√

λ

)2 ∞∫

−∞
x2dVλ(x) ≤ 1

λ
. (1.2.7)

Ïîëîæèì

Im,n =
∞∫

0

xmdV ∗n
λ (xσ

√
λ), Jm,n =

0∫

−∞
xmdV ∗n

λ (xσ
√

λ).
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Èìååì

Im+1,n =
∫

. . .
∫

x1+...+xn>0

(x1 + . . . + xn)
m+1dVλ(x1σ

√
λ) . . . dVλ(xnσ

√
λ) =

= n
∫

. . .
∫

x1+...+xn>0

(x1 + . . . + xn)
mxndVλ(x1σ

√
λ) . . . dVλ(xnσ

√
λ) =

= n
m∑

j=0

m!

j!(m− j)!

∞∫

−∞
xj+1

n

∞∫

−xn

xm−jdV
∗(n−1)
λ (xσ

√
λ)dVλ(xnσ

√
λ).

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (1.2.6), (1.2.7) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íàõî-
äèì, ÷òî ∣∣∣∣∣∣∣

n
∞∫

−∞
xn

∞∫

−xn

xmdV
∗(n−1)
λ (xσ

√
λ)dVλ(xσ

√
λ)

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣
n

∞∫

−∞
xn





∞∫

0

xmdV
∗(n−1)
λ (xσ

√
λ)+

+
0∫

−xn

xmdV
∗(n−1)
λ (xσ

√
λ)



 dVλ(xnσ

√
λ)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤ n
|EYλ|
σ
√

λ
Im,n−1 + n

∞∫

−∞
|xn|m+1dVλ(xnσ

√
λ)+

+nm
∞∫

−∞
|xn| ·

∣∣∣∣∣∣∣

0∫

−xn

V
∗(n−1)
λ (xσ

√
λ)xm−1dx

∣∣∣∣∣∣∣
dVλ(xnσ

√
λ) ≤

≤ n

λ
Im,n−1 + 2n

E|Yλ|m+1

(σ
√

λ)m+1
≤ n

λ
(2 + Im,n−1).

Åñëè 1 ≤ j ≤ m, òî
∣∣∣∣∣∣∣
n

∞∫

−∞
xj+1

n

∞∫

−xn

xm−jdV
∗(n−1)
λ (xnσ

√
λ)dVλ(xnσ

√
λ)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤ n
∞∫

−∞
|xn|j+1dVλ(xnσ

√
λ)

∞∫

−∞
|x|m−jdV

∗(n−1)
λ (xσ

√
λ) ≤ n

λ
Im−j,n−1.

Èìååì
Im+1,n+1 ≤ n

λ


2 +

m∑

j=0

m!

j!(m− j)!
Im−j,n


 .
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ Jm,n. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 0

∞∑

n=0
e−λλn

n!

n!

(n− k)!λk
= 1,

òî
|EV ∗Nλ

λ (xσ
√

λ)− Φ(x)| ≤ C(m)(m + 2)

(1 + |x|)m
.

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü

EX = 0, 0 < EX2 = σ2 < ∞, V (x) = P(X < x).

Ïóñòü Yλ îïðåäåëåíà òàê æå, êàê è â Ëåììå 1.2.1, Vλ = P(Yλ < x),

Yλ,x =





X, åñëè |X| < σ
√

λ(1 + |x|),
0, åñëè |X| ≥ σ

√
λ(1 + |x|),

Zλ,x = X − Yλ,x, Nλ � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì
λ, íåçàâèñèìàÿ îò X, Yλ, Yλ,x, Zλ,x ïðè êàæäîì λ. Åñëè E|X|k < ∞, òî
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k ≥ 2 è ïîëîæèòåëüíûõ λ

∣∣∣∣EV ∗Nλ(xσ
√

λ)− EV ∗Nλ
λ (xσ

√
λ)

∣∣∣∣ ≤

≤ C(k)





E|Zλ,x|k
σkλ(k−2)/2(1 + |x|)k

+
E|Yλ,x|k+1 − E|Yλ|k+1

σk+1λ(k−1)/2(1 + |x|)k+1



 (1.2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.2.8) ìîæíî îöåíèòü êàê
∣∣∣∣EV ∗Nλ(xσ

√
λ)− EV ∗Nλ

λ (xσ
√

λ)
∣∣∣∣ ≤

∞∑

n=1
e−λλn

n!

∣∣∣∣V ∗n(xσ
√

λ)− V ∗n
λ (xσ

√
λ)

∣∣∣∣ .

Ïîëîæèì

aλ = P(σ
√

λ ≤ |X| < σ
√

λ(1 + |x|)), Gλ(y) = Vλ(y)− aλD(y),

ãäå D(y) = 0, åñëè y ≤ 0 è D(y) = 1, åñëè y > 0. Î÷åâèäíî, aλ ≤ 1/λ,

G∗n
λ (y) = V ∗n

λ +
n∑

j=1

n!

j!(n− j)!
(−aλD(y))∗j ∗ V

(n−j)
λ (y).
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Â ñèëó (1.2.5) èìååì
∞∫

−∞
|y|m|d(G∗n

λ (yσ
√

λ)− V ∗n
λ (yσ

√
λ))| ≤

≤
n∑

j=1

n!

j!(n− j)!
aj

λ

∞∫

−∞
|y|mdV

∗(n−j)
λ (yσ

√
λ) ≤

≤
n∑

j=1

n!

j!(n− j)!
aj

λC(m)
m+1∑

k=0

(n− j)!

(n− j − k)!

1

λk
. (1.2.9)

Ïîñêîëüêó
n∑

j=1

n!

j!(n− j)!
aj

λ

(n− j)!

(n− j − k)!

1

λk
=

1

λk

n−k∑

j=1

n!

j!(n− j − k)!
aj

λ =

=
n!

(n− k − 1)!

ak+1
λ

λk

n−k−1∑

j=0

(n− k − 1)!

j!(n− j − k − 1)!
aj−k−1

λ =

=
n!

(n− k − 1)!

ak+1
λ

λk
(1 + aλ)

n−k−1 ,

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå (1.2.9) íå áîëüøå, ÷åì

C(m)
m+1∑

k=0

n!

(n− k − 1)!

ak+1
λ

λk

(
1 +

1

λ

)n−k−1
.

Ïîëàãàÿ çäåñü m = k + 1, ïîëó÷àåì îòñþäà äëÿ x ≤ 0
∣∣∣∣G∗n

λ (xσ
√

λ)− V ∗n
λ (xσ

√
λ)

∣∣∣∣ ≤

≤ (1 + |x|)−(k+1)
∞∫

∞
(1 + |y|)k+1|d(G∗n

λ (yσ
√

λ)− V ∗n
λ (yσ

√
λ))| ≤

≤ C(k)aλ(1 + |x|)−(k+1)
m+1∑

k=0

n!

(n− k − 1)!

1

λk

(
1 +

1

λ

)n−k−1
.

Ñëåäîâàòåëüíî ∣∣∣∣EG∗Nλ
λ (xσ

√
λ)− EV ∗Nλ

λ (xσ
√

λ)
∣∣∣∣ ≤

≤ C(k)aλ(1 + |x|)−(k+1)
∞∑

n=0
e−λλn

n!

n!

(n− k − 1)!

1

λk

(
1 +

1

λ

)n−k−1
=
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= C(k)aλ(1 + |x|)−(k+1)λ
∞∑

n=k−1
e−λ λn−k−1

(n− k − 1)!

(
1 +

1

λ

)n−k−1
=

= C(k)aλ(1 + |x|)−(k+1)λ
∞∑

n=0
e−λλn

n!

(
1 +

1

λ

)n

=

= C(k)aλ(1 + |x|)−(k+1)λ
∞∑

n=0
e−λ (1 + λ)n

n!
=

= eC(k)λaλ(1 + |x|)−(k+1). (1.2.10)

Âíîâü èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (1.2.5) è aλ ≤ 1/λ, íàõîäèì, ÷òî
∞∫

−∞
|y|mdEG∗Nλ

λ (yσ
√

λ) ≤

≤
∞∫

−∞
|y|m|d(EG∗Nλ

λ (yσ
√

λ)− EV ∗Nλ
λ (yσ

√
λ))|+

+
∞∫

−∞
|y|mdEV ∗Nλ

λ (yσ
√

λ) ≤ C(m) (1.2.11)

Ïîëîæèì Mλ(y) = P(Yλ,x < y). Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, åñëè y1 < y2, òî
Gλ(y2) − Gλ(y1) ≤ Mλ(y2) − Mλ(y1). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Mλ(y) −
Gλ(y) íå óáûâàåò. Ïîñêîëüêó

M ∗n
λ = G∗n

λ +
n∑

j=1

n!

j!(n− j)!
(Mλ(y)−Gλ(y))∗j ∗G

∗(n−j)
λ (y),

ðàçíîñòü M ∗n
λ (y) − G∗n

λ (y) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé. Ïî-
ëîæèì åùå

aλ,0 = aλ, aλ,ν = E|Yλ,x|ν − E|Yλ|ν. (1.2.12)

ßñíî, ÷òî aλ,ν ≥ 0 äëÿ âñåõ ν ≥ 0 è

|E(Y ν
λ,x − EY ν

λ )| ≤ aλ,ν, (1.2.13)

aλ,ν ≤ (σ
√

λ)−saλ,ν+s (ν, s = 0, 1, . . .). (1.2.14)

Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ j

è l èìååì E|X|jE|X|l ≤ E|X|j+l. Åñëè â êà÷åñòâå X âîçüìåì ñëó÷àéíóþ
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âåëè÷èíó ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ 1

aλ
(Mλ(y)−Gλ(y)) è âîñïîëüçóåìñÿ

íåðàâåíñòâîì aλ ≤ 1/λ, òî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

aλ,jaλ,l ≤ 1

λ
aλ,j+l (j, l = 1, 2, . . .). (1.2.15)

Äàëåå,
∞∫

−∞
d(M ∗n

λ (yσ
√

λ)−G∗n
λ (yσ

√
λ)) = 1−G∗n

λ (∞) = 1−Gn
λ(∞) ≤

≤ n(1−Gλ(∞)) = naλ ≤ 1

σ2

n

λ
aλ,2 ≤ 1

σ2nσ−m−1λ−(m+1)/2aλ,m+1, (1.2.16)

∞∫

−∞
d(EM ∗Nλ

λ (yσ
√

λ)− EG∗Nλ
λ (yσ

√
λ)) ≤ λaλ ≤

≤ 1

σ2aλ,2 ≤ σ−m−1λ−(m−1)/2aλ,m+1,

∞∫

−∞
y2d(M ∗n

λ (yσ
√

λ)−G∗n
λ (yσ

√
λ)) =

1

σ2λ

∞∫

−∞
t2d(M ∗n

λ (t)−G∗n
λ (t)) ≤

≤ n

σ2λ
{EY 2

λ,x − EY 2
λ + (n− 1)((EYλ,x)

2 − (EYλ)
2)+

+EY 2
λ (1−Gn

λ(∞)) + (n− 1)(EYλ)
2(1−Gn

λ(∞))}.
Èç íåðàâåíñòâ (1.2.9), (1.2.13), (1.2.14), (1.2.16),

|EYλ,x| = |EZλ,x| ≤ 1

σ
√

λ
EZ2

λ,x ≤
σ√
λ

(1.2.17)

è

(EYλ,x)
2 − (EYλ)

2 = (EYλ,x + EYλ)(EYλ,x − EYλ) ≤ 2
σ√
λ
aλ,1 ≤ 2

λ
aλ,2

çàêëþ÷àåì, ÷òî
∞∫

−∞
y2d(M ∗n

λ (yσ
√

λ)−G∗n
λ (yσ

√
λ)) ≤

≤ 1

σ2

n

λ


1 + 2

n− 1

λ
+

n

λ
+

n(n− 1)

λ2


 aλ,2,

26



∞∫

−∞
y2d(EM ∗Nλ

λ (yσ
√

λ)− EG∗Nλ
λ (yσ

√
λ)) ≤ 1

σ2aλ,2

(
5 +

3

λ

)
≤ 8

σ2aλ,2,

∞∫

−∞
|y|d(M ∗n

λ (yσ
√

λ)−G∗n
λ (yσ

√
λ)) ≤

≤
∞∫

−∞
(1 + y2)d(M ∗n

λ (yσ
√

λ)−G∗n
λ (yσ

√
λ)) ≤

≤ 1

σ2

n

λ


2 + 2

n− 1

λ
+

n

λ
+

n(n− 1)

λ2


 aλ,2,

∞∫

−∞
|y|d(EM ∗Nλ

λ (yσ
√

λ)− EG∗Nλ
λ (yσ

√
λ)) ≤ 9

σ2aλ,2.

Ïîêàæåì, ÷òî
∞∫

−∞
|y|md(EM ∗Nλ

λ (yσ
√

λ)− EG∗Nλ
λ (yσ

√
λ)) ≤ C(m)

σmλ(m−2)/2aλ,m. (1.2.18)

Äëÿ m = 2 ýòî íåðàâåíñòâî óæå áûëî äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî
èìååò ìåñòî äëÿ 2, . . . , m, è ïîêàæåì, ÷òî òîãäà (1.2.18) âûïîëíåíî è ñ
çàìåíîé m íà m + 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∞∫

−∞
|y|md(M ∗n

λ (yσ
√

λ)−G∗n
λ (yσ

√
λ)) ≤ C(m)

σmλ(m−2)/2aλ,m

p∑

k=1

(
n

λ

)k

äëÿ íåêîòîðîãî p. Ïðè n = 1 è λ ≥ 1

∞∫

−∞
|y|md(Mλ(yσ

√
λ)−Gλ(yσ

√
λ)) = (σ

√
λ)−m

∞∫

−∞
|t|md(Mλ(t)−Gλ(t)) =

= (σ
√

λ)−m(E|Yλ,x|m − E|Yλ|m) = (σ
√

λ)−maλ,m ≤ 1

σmλ(m−2)/2aλ,m.

Ïîëîæèì
Im,n =

∞∫

0

|y|md(M ∗n
λ (yσ

√
λ)−G∗n

λ (yσ
√

λ)),

Jm,n =
0∫

−∞
|y|md(M ∗n

λ (yσ
√

λ)−G∗n
λ (yσ

√
λ)).
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Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå (1.2.5), ìû íàéäåì, ÷òî
∞∫

0

ym+1dM ∗n
λ (yσ

√
λ) =

= n
m∑

j=0

m!

j!(m− j)!

∞∫

−∞
yj+1

n

∞∫

−yn

ym−jdM
∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)dMλ(ynσ

√
λ),

∞∫

0

ym+1dG∗n
λ (yσ

√
λ) =

= n
m∑

j=0

m!

j!(m− j)!

∞∫

−∞
yj+1

n

∞∫

−yn

ym−jdG
∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)dGλ(ynσ

√
λ).

Ñëåäîâàòåëüíî, Im,n = I ′m,n + I ′′m,n, ãäå

I ′m,n =
m∑

j=0

m!

j!(m− j)!
n

∞∫

−∞
yj+1

n

∞∫

−yn

ym−jd(M
∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)−

−G
∗(n−1)
λ (yσ

√
λ))dMλ(ynσ

√
λ),

I ′′m,n =
m∑

j=0

m!

j!(m− j)!
n

∞∫

−∞
yj+1

n

∞∫

−yn

ym−jdG
∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)×

×d(Mλ(ynσ
√

λ)−Gλ(ynσ
√

λ)).

Èç íåðàâåíñòâà (1.2.7) ñëåäóåò, ÷òî E|Yλ|m ≤ σmλ(n−2)/2 äëÿ m ≥ 2. Ïî-
ýòîìó äëÿ j ≥ 1

E|Yλ,x|j+1 = aλ,j+1 + E|Yλ|j+1 ≤ aλ,j+1 + σj+1λ(j−1)/2.

j-å ñëàãàåìîå ñóììû I ′m,n ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (1.2.14), (1.2.15)
îöåíèòü ñâåðõó

C(m)nI ′m−j,n−1(σ
√

λ)−j−1E|Yλ,x|j+1 ≤

≤ C(m)nI ′m−j,n−1(σ
√

λ)−j−1(aλ,j+1 + σj+1λ(j−1)/2) ≤

≤ C(m)σ−(m−j)λ−(m−j−2)/2aλ,m−j

p∑

k=1

(
n

λ

)k (
(σ
√

λ)−j−1naλ,j+1 +
n

λ

)
≤

≤ 2σ−m−1λ−(m−1)/2aλ,m+1

p∑

k=1

(
n

λ

)k

.
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Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (1.2.7), (1.2.12), (1.2.14)-(1.2.17) è
∣∣∣∣∣∣∣

0∫

−yn

ymd
(
M

∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)−G

∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)

)
∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤ (n− 1)aλ (|yn|m+

+m

∣∣∣∣∣∣∣

0∫

−yn

ym−1
(
M

∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)−G

∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)

)
dy

∣∣∣∣∣∣∣


 ≤

≤ (n− 1)aλ2|yn|m,

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ ñëàãàåìîãî ñóììû I ′m,n, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ j = 0.

∣∣∣∣∣∣∣
n

∞∫

−∞
yn





∞∫

0

ymd(M
∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)−G

∗(n−1)
λ (yσ

√
λ))+

+
0∫

−yn

ymd(M
∗(n−1)
λ (yσ

√
λ)−G

∗(n−1)
λ (yσ

√
λ))



 dMλ(yσ

√
λ)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤ nI ′m,n−1
|EYλ,x|
σ
√

λ
+ 2n(n− 1)aλ(σ

√
λ)−(m+1)E|Yλ,x|m+1 ≤

≤ n

λ
I ′m,n−1 + 2n(n− 1)(σ

√
λ)−(m+1)aλ

(
E|Yλ|m+1 + aλ,m+1

)
. (1.2.19)

Ïîñêîëüêó

aλE|Yλ|m+1 ≤ (σ
√

λ)−(m+1)aλ,m+1σ
m+1λ(m−1)/2 ≤ 1

λ
aλ,m+1,

òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â öåïî÷êå íåðàâåíñòâ (1.2.19) ìîæíî îöåíèòü
ñâåðõó âåëè÷èíîé

n

λ
I ′m,n−1 + 4n(n− 1)(σ

√
λ)−(m+1) 1

λ
aλ,m+1 ≤

≤ 2σ−m−1λ−(m−1)/2aλ,m+1

p∑

k=1

(
n

λ

)k

.

Â ñèëó (1.2.11), (1.2.14), (1.2.16) òàêàÿ æå îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ èíòå-
ãðàëà Jm,n. Íåðàâåíñòâî (1.2.18) äîêàçàíî. Ïîýòîìó èç íåãî ñëåäóåò äëÿ
x ≤ 0
∣∣∣∣EM ∗Nλ

λ (xσ
√

λ)− EG∗Nλ
λ (xσ

√
λ)

∣∣∣∣ ≤ C(k)σ−k−1λ−(k−1)/2aλ,k+1(1 + |x|)−k−1.
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Ïóñòü X(1), . . . , X(n) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå òî
æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è X . Ïóñòü Y

(1)
λ,x , . . . , Y

(n)
λ,x � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå òàê æå, êàê è Yλ,x. Âåðíû íåðàâåíñòâà

sup
u

∣∣∣∣∣∣P



n∑

i=1
X(i) < u


− P




n∑

i=1
Y

(i)
λ,x < u




∣∣∣∣∣∣ ≤ nP(|X| ≥ σ
√

λ(1 + |x|)) ≤

≤ nP(|Zλ,x| ≥ σ
√

λ(1 + |x|)) ≤ nσ−kλ−k/2(1 + |x|)−kE|Zλ,x|k.
Ïîýòîìó

sup
u

∣∣∣∣∣∣P



Nλ∑

i=1
X(i) < u


− P




Nλ∑

i=1
Y

(i)
λ,x < u




∣∣∣∣∣∣ ≤ λσ−kλ−k/2(1 + |x|)−kE|Zλ,x|k.

Ìû èìååì

P




Nλ∑

i=1
X(i) < u


 = EV ∗Nλ(u), P




Nλ∑

i=1
Y

(i)
λ,x < u


 = EM ∗Nλ

λ (u).

Ïîýòîìó

|EV ∗Nλ(xσ
√

λ)− EM ∗Nλ
λ (xσ

√
λ)| ≤ σ−kλ−(k−2)/2(1 + |x|)−kE|Zλ,x|k

äëÿ ëþáûõ λ è x. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîëó÷åííûå îöåíêè (1.2.10) è
(1.2.14), ìû íàõîäèì äëÿ x ≤ 0, ÷òî

∣∣∣∣EV ∗Nλ(xσ
√

λ)− EV ∗Nλ
λ (xσ

√
λ)

∣∣∣∣ ≤

≤ σ−kλ−(k−2)/2(1 + |x|)−kE|Zλ,x|k + C(k)σ−k−1λ−(k−1)/2(1 + |x|)−k−1aλ,k+1.

Ïðèìåíåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå −X ïîêàçûâàåò åãî
ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ x > 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Ïóñòü EX1 = a, E|X1|r+1 < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî
öåëîãî r ≥ 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > 0 è ëþáîãî x ∈ IR ìû èìååì

(1 + |x|)r+1
∣∣∣∣P

( Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)
−Gλ,r(x)

∣∣∣∣ ≤

≤ C(r)

{
E|X1 − a|r+1

λ(r−1)/2(σ2 + a2)(r+1)/2 +


sup
|t|≥δ

|v(t)|+ 1

2λ




λ

λr(r+1)/2
}
,
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ãäå C(r) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r è δ òà
æå, ÷òî è â Òåîðåìå 1.2.3.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè a = 0 è r = 3, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå

(1 + |x|)4
∣∣∣∣∣P

( Sλ

σ
√

λ
< x

)
− Φ(x) +

α3

6σ3
√

λ
(x2 − 1)φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ C(3)

{
E|X1|4
λσ4 +


sup
|t|≥δ

|v(t|+ 1

2λ




λ

λ6
}
,

åñëè a = 0 è r = 4, òî

(1 + |x|)5
∣∣∣∣∣P

( Sλ

σ
√

λ
< x

)
− Φ(x) +

α3

6σ3
√

λ
(x2 − 1)φ(x) −

− φ(x)

λ


 α4

24σ4 (x
3 − 3x)− α2

3

72σ6 (x
5 − 10x3 + 15x)




∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ C(4)

{
E|X1|5
λ3/2σ5 +


sup
|t|≥δ

|v(t|+ 1

2λ




λ

λ10
}
.

Ñëåäñòâèå 1.2.2. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X1 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Êðàì�åðà (C) è E|X1|r+1 < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî r ≥ 3. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî λ > 0 è ëþáîãî x ∈ IR ìû èìååì

(1 + |x|)r+1 sup
x

∣∣∣∣P
( Sλ − aλ√

λ(a2 + σ2)
< x

)
−Gλ,r(x)

∣∣∣∣ = o(λ−r/2+1) (λ →∞).
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2

Åñòåñòâåííûå îöåíêè òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ ñóìì ñäâèãîâûìè ñìåñÿìè
óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ

2.1 Åñòåñòâåííûå îöåíêè
Áóäåì íàçûâàòü çäåñü è äàëåå ôóíêöèþ b(t), t > 0, ìåäëåííî ìåíÿþùåé-
ñÿ (â áåñêîíå÷íîñòè), åñëè äëÿ ëþáîãî p > 0

lim
t→∞

b(pt)

b(t)
= 1.

Åñëè ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå an è bn > 0 òàêèå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ
íîðìèðîâàííûõ ñóìì b−1

n

(∑n
j=1 Xj − an

)
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ G(x), òî ãîâîðÿò, ÷òî îáùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ F (x) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . ïðèòÿãèâàåòñÿ ê G(x). Ìíîæå-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ê G(x), íàçûâàåòñÿ
îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G(x). Êàê ïîêàçàíî â
ðàáîòå (Tucker, 1968), åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïðèíàäëåæèò
ê îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî çàêîíà Gα(x), òî ñóùåñòâóåò ìåä-
ëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ b(t) òàêàÿ, ÷òî b−1

n

(∑n
j=1 Xj − an

)
=⇒ Yα c

P(Yα < x) = Gα(x) ïðè bn = b(n)n1/α.

32



Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò α ∈ (1, 2],
a ∈ IR, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ b(t), t > 0, è íåâûðîæäåííàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Yα òàêèå, ÷òî

∑n
j=1 Xj − na

b(n)n1/α
=⇒ Yα (n →∞). (2.1.1)

Èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (Ãíåäåíêî è Êîëìîãîðîâ, 1949) ïðè ýòîì
âûòåêàåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Yα èìååò óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå
Gα ñ ïàðàìåòðîì α, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî èìååò âèä

fYα
(s) = exp {iγs− d|s|α(1 +

iβs

|s| tan
πα

2
)}, s ∈ IR, (2.1.2)

ãäå d ≥ 0, γ ∈ IR, −1 ≤ β ≤ 1. Ïàðàìåòð α íàçûâàþò õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì óñòîé÷èâîãî çàêîíà. Ïîíÿòíî, ÷òî |fYα

(s)| =
exp(−d|s|α) è

∞∫

−∞
|tnfYα

(t)|dt < ∞ (n = 0, 1, . . .).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîãî çàêîíà èìååò âñþäó
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ëþáîãî ïîðÿäêà.

Åñëè α = 2, òî â ïðåäñòàâëåíèè (2.1.2) fY2
(s) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà.
Ñîîòíîøåíèå (2.1.1) îçíà÷àåò, ÷òî îáùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . ïðèíàäëåæèò ê îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ
óñòîé÷èâîãî çàêîíà Gα(x). Ïðè ýòîì, åñëè α < 2, òî

P(X1 ≥ x) = 1− F (x) =
δ + o(1)

xα
h(x) (x →∞), (2.1.3)

ãäå δ ∈ (0,∞) è h(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ (ñì, íàïðèìåð,
Òåîðåìó 12 ðàçä. IV.3 â êíèãå (Ïåòðîâ, 1987)). Ñîîòíîøåíèå (2.1.3) îçíà-
÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëàãàåìûõ X1, X2, . . . èìååò "òÿæåëûé" õâîñò,
îáåñïå÷èâàþùèé çíà÷èòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü î÷åíü áîëüøèõ èõ çíà÷åíèé.

Âñþäó äàëåå â ýòîé ðàáîòå ïëîòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Gα(x), áóäåì îáîçíà÷àòü pα(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

sup
x
|x|pα(x) ≡ C(α) < ∞.
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Ïóñòü Nn, n = 1, 2, . . ., � öåëî÷èñëåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, íåçàâèñèìûå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1, X2, . . .. Îáîçíà÷èì

SNn
= X1 + . . . + XNn

.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (2.1.1) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Zn =
SNn

− an

b(n)n1/α
. (2.1.4)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì ñïåöèàëüíîì âèäå öåíòðèðóþùèõ è íîð-
ìèðóþùèõ ôóíêöèé óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí Zn ïðèîáðåòàþò äîâîëüíî ïðîñòóþ ôîðìó. À èìåííî, â êíèãå
(Gnedenko and Korolev, 1996) â òåðìèíàõ ïðîöåññîâ ðèñêà äîêàçàí ðå-
çóëüòàò, êîòîðûé â òåðìèíàõ ââåäåííûõ âûøå ñëó÷àéíûõ ñóìì SNn

èìååò
ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Nn
P−→∞ ïðè n →∞, à ñëàãà-

åìûå X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.1.1). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
Zn, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì (2.1.4), ñõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê
íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Z,

Zn =⇒ Z (n →∞) (2.1.5)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V òàêàÿ,
÷òî

Z d= Yα + V, (2.1.6)

ãäå P(Yα < x) = Gα(x), ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yα è V â ïðàâîé
÷àñòè (2.1.6) íåçàâèñèìû, è

a(Nn − n)

b(n)n1/α
=⇒ V (n →∞). (2.1.7)

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîñòðîèì íåñêîëüêî îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
â Òåîðåìå 2.1.1 è åå ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, à òàêæå îòûñêàíèå (â äîïîëíåíèå
ê àñèìïòîòè÷åñêèì àïïðîêñèìàöèÿì, óñòàíàâëèâàåìûì Òåîðåìîé 2.1.1)
íåêîòîðûõ àëüòåðíàòèâíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
"ñîïðîâîæäàþùèìè".
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Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â òåðìèíàõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìåòðèê, ìåòðèçóþùèõ ñëàáóþ ñõîäèìîñòü. Îäíîé èç òàêèõ
ìåòðèê, êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, (Ãíåäåíêî è Êîëìîãîðîâ, 1949)),
ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå Ëåâè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ðàññòîÿíèå (ìåòðèêà) Ëåâè L(F1, F2) ìåæäó
ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F1 è F2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L(F1, F2) = inf{h > 0 : F1(x− h)− h ≤ F2(x) ≤ F1(x + h) + h

äëÿ âñåõ x ∈ IR}.
Åñëè X1 è X2 � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F1 è
F2 ñîîòâåòñòâåííî, òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî L(X1, X2) = L(F1, F2).

Ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå Ëåâè ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ (ñì., íàïðèìåð, (Ãíåäåíêî è Êîëìîãîðîâ, 1949), ãëàâà 2, ðàçä. 9).

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ðàâíîìåðíàÿ ìåòðèêà ρ(F1, F2) ìåæäó ôóíêöè-
ÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F1 è F2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ(F1, F2) = sup
x
|F1(x)− F2(x)|.

Ðàâíîìåðíîå ðàññòîÿíèå íå ìåòðèçóåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü (íàïðèìåð,
Φ(nx) =⇒ E0(x) ïðè n → ∞, â òî âðåìÿ êàê ρ(Φ(nx), E0(x)) ≡ 1

2).
Îäíàêî ðàâíîìåðíîå ðàññòîÿíèå ìîæíî "ñãëàäèòü" è ïîëó÷èòü ìåòðèêó,
ìåòðèçóþùóþ ñëàáóþ ñõîäèìîñòü. Ïóñòü H(x) � íåêîòîðàÿ âñþäó äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì

sup
x

H ′(x) ≡ CH < ∞.

Ïóñòü F1 è F2 � äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. "Ñãëàæåí-
íîå" ðàâíîìåðíîå ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρH(F1, F2) = sup
x
|(F1 ∗H)(x)− (F2 ∗H)(x)|.

Â (Rachev, 1991) ïîêàçàíî, ÷òî ìåòðèêà ρH ìåòðèçóåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

Pn(x) = P(

∑n
j=1 Xj − na

b(n)n1/α
< x), Qn(x) = P(Zn < x), Q(x) = P(Z < x),

Rn(x) = P(
a(Nn − n)

b(n)n1/α
< x), R(x) = P(V < x),

òî óñëîâèÿ (2.1.1), (2.1.5) è (2.1.7), ôèãóðèðóþùèå â Òåîðåìå 2.1.1, ìîæíî
çàïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

ψ1(Pn, Gα) =⇒ 0, (2.1.1′)

ψ2(Qn, Q) =⇒ 0, (2.1.5′)

ψ3(Rn, R) =⇒ 0, (2.1.7′)

ãäå êàæäàÿ èç ìåòðèê ψk, k = 1, 2, 3, ìåòðèçóåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü. Â
êà÷åñòâå ψk ìîæåò ôèãóðèðîâàòü, íàïðèìåð, ìåòðèêà Ëåâè L èëè "ñãëà-
æåííàÿ" ðàâíîìåðíàÿ ìåòðèêà ρH . Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå âèäà

ψ2(Qn, Q) ≤ W(ψ1(Pn, Gα), ψ3(Rn, R)), (2.1.7′′)

ãäå W(x, y) � ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâî-
èõ àðãóìåíòîâ òàêàÿ, ÷òî W(0, 0) = 0, ðàçóìíî ñ÷èòàòü åñòåñòâåííîé
îöåíêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â Òåîðåìå 2.1.1. Ïî òåðìèíîëîãèè, ïðåä-
ëîæåííîé Â. Ì. Çîëîòàðåâûì (ñì., íàïðèìåð, (Zolotarev, 1997)), îöåíêà
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé, åñëè îíà ñâÿçûâàåò ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíîé òåîðåìå ñ êðèòåðèåì (òî åñòü íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì) ýòîé ñõîäèìîñòè. Òàêîìó îïðåäåëåíèþ
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèå (2.1.7′′).

Îòûñêàíèå òàêèõ ñîîòíîøåíèé è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ äàííîé
ðàáîòû. Ïðè ýòîì íàðÿäó ñ åñòåñòâåííûìè îöåíêàìè, ìû ïðèâåäåì è
íåñêîëüêî îöåíîê â òåðìèíàõ òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàåìîé â ïîäîá-
íûõ çàäà÷àõ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè ρ. Ìû òàêæå óêàæåì (â äîïîëíåíèå
ê àñèìïòîòè÷åñêèì àïïðîêñèìàöèÿì, óñòàíàâëèâàåìûì Òåîðåìîé 2.1.1)
íåêîòîðûå àëüòåðíàòèâíûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé ñëó÷àéíûõ ñóìì, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
"ñîïðîâîæäàþùèìè", è îáñóäèì èõ òî÷íîñòü.
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2.2 Åñòåñòâåííûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì
ê óñòîé÷èâûì çàêîíàì

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà an è bn > 0 òàêèå,
÷òî

Sn − an

bn
=⇒ Yα, (2.2.1)

ãäå Sn = X1 + . . . + Xn.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â (2.2.1).

À èìåííî, ïóñòü H(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì, ôèãóðèðóþùèì â îïðåäåëåíèè "ñãëàæåííîé" ðàâíî-
ìåðíîé ìåòðèêè ρH . Îáîçíà÷èì

∆n ≡ sup
x

∣∣∣∣∣P
(
Sn − an

bn
< x

)
∗H(x)− (Gα ∗H)(x)

∣∣∣∣∣ .

Ïóñòü Nθ � íàòóðàëüíîçíà÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåíèå êî-
òîðîé çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà θ ∈ (0,∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïðè êàæäîì θ ∈ (0,∞) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Nθ íåçàâèñèìà îò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè X1, X2, . . .. Îáîçíà÷èì

SNθ
= X1 + . . . + XNθ

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè c(θ) è d(θ) òàêèå, ÷òî
SNθ

− c(θ)

d(θ)
=⇒ Yα (θ →∞). (2.2.1′)

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò îòûñêàíèå âåðõíåé îöåíêè âåëè÷èíû

∆(θ) ≡ sup
x

∣∣∣∣∣∣P

SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


 ∗H(x)− (Gα ∗H)(x)

∣∣∣∣∣∣ .

Òåîðåìà 2.2.1. Äëÿ ëþáûõ θ ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆(θ) ≤ E[∆Nθ
1(Nθ ∈ Nε)] + max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
bNθ

d(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣



 +

+ min



(CH + 1)L(Fθ, E0), CHE

∣∣∣∣∣∣
aNθ

− c(θ)

d(θ)

∣∣∣∣∣∣



 ,
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ãäå

Nε = {n : |bn − d(θ)| ≤ εd(θ)}, Fθ(x) = P


aNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ H, íåçàâèñèìàÿ îò îñòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, ôèãóðèðóþùèõ â âûêëàäêàõ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì óñëîâèåì è ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü
äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè. Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èìååì

∆(θ) ≤ ∑

n∈Nε

P(Nθ = n)∆n+

+
∑

n∈Nε

P(Nθ = n)|EGα((x−ξ)
d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
)−EGα(x−ξ− an − c(θ)

d(θ)
)|+

+
∣∣∣∣
∞∑

n=1
P(Nθ = n)EGα(x− ξ − an − c(θ)

d(θ)
)− (Gα ∗H)(x)

∣∣∣∣+

+
∑

n/∈Nε

P(Nθ = n)|P(
Sn − c(θ)

d(θ)
< x)− EGα(x− ξ − an − c(θ)

d(θ)
)| ≡

≡ I1 + I2 + I3 + I4. (2.2.2)

Îöåíèì âåëè÷èíû I1, I2, I3, I4.
Î÷åâèäíî, ÷òî

I1 = E[∆Nθ
1(Nθ ∈ Nε)]. (2.2.3)

Ðàññìîòðèì I2. Äëÿ êàæäîãî n ∈ Nε è ëþáîãî y ∈ IR ïðè íåêîòîðîì
δn ∈ [0, 1] ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà ìû èìååì

|Gα((x− y)
d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
)−Gα(x− y − an − c(θ)

d(θ)
)| =

= |Gα((x− y)
d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
)−Gα(((x− y)

d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
) · bn

d(θ)
)| =

= |((x− y)
d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
)(1− bn

d(θ)
)pα(((x− y)

d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
) · δn+

+((x− y)
d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
) · bn

d(θ)
· (1− δn))| =
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= |((x− y)
d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
)(1− bn

d(θ)
)×

×pα(((x− y)
d(θ)

bn
− an − c(θ)

bn
)[δn(1− bn

d(θ)
) +

bn

d(θ)
])| ≤

≤ |1− bn

d(θ)
|[δn(1− bn

d(θ)
) +

bn

d(θ)
]
−1 · sup

x
|x|pα(x) ≤

≤
C(α)|1− bn

d(θ)
|

min
n∈Nε

min
δ∈[0,1]

[δ(1− bn

d(θ)
) +

bn

d(θ)
]
=

C(α)

1− ε
|1− bn

d(θ)
|.

Ïîýòîìó

I2 ≤ C(α)

1− ε
·E[|1− bNθ

d(θ)
|1(Nθ ∈ Nε)] =

C(α)

1− ε
·E[|1− bNθ

d(θ)
|1(|1− bNθ

d(θ)
| ≤ ε)].

(2.2.4)
Òåïåðü ðàññìîòðèì I3 è ïðèâåäåì äâå îöåíêè ýòîé âåëè÷èíû.
Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî

I3 ≤ sup
y
|(Gα ∗H)(y)−H(y) ∗ EGα(y − aNθ

− c(θ)

d(θ)
)| =

= sup
y
|(H ∗Gα ∗ E0)(y)− (H ∗Gα ∗ Fθ)(y)|. (2.2.5)

Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè è ìåòðèêè
Ëåâè

sup
x
|F (x)−H(x)| ≤ (1 + sup

x
F ′(x))L(F, H)

è
L(F1 ∗H1, F2 ∗H2) ≤ L(F1, F2) + L(H12, H2),

èìåþùèå ìåñòî ïðè ëþáûõ ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ F, F1, F2,

H, H1, H2 (ñì., íàïðèìåð, (Zolotarev, 1997)) ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî

sup
x

(H ∗ Fθ)
′(x) ≤ sup

x
H ′(x) = CH ,

ïðîäîëæàÿ (2.2.5), ìû ïîëó÷èì

I3 ≤ ρ(H ∗Gα ∗ E0, H ∗Gα ∗ Fθ) ≤ (1 + CH)L(E0, Fθ). (2.2.6)
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Âî-âòîðûõ, îáîçíà÷èì hα(x) = (H ′ ∗ pα)(x). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

sup
x

hα(x) ≤ CH .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëàãðàíæà, ìû ïîëó÷èì

I3 ≤ sup
y

∣∣∣∣
∞∫

−∞
[(H ∗Gα)(y)− (H ∗Gα)(y − x)] dFθ(x)

∣∣∣∣ ≤

≤ sup
x

hα(x) ·
∞∫

−∞
|x| dFθ(x) = CHE|aNθ

− c(θ)

d(θ)
|. (2.2.7)

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì I4. Èìååì

I4 ≤ P(Nθ /∈ Nε) = P(| bNθ

d(θ)
− 1| > ε) = E1(| bNθ

d(θ)
− 1| > ε). (2.2.8)

Îáúåäèíÿÿ (2.2.4) è (2.2.8), ìû ïîëó÷àåì

I2 + I4 ≤ C(α)

1− ε
· E[|1− bNθ

d(θ)
|1(|1− bNθ

d(θ)
| ≤ ε)] + E1(| bNθ

d(θ)
− 1| > ε) ≤

≤ max {1

ε
,

C(α)

1− ε
}E min {ε, |1− bNθ

d(θ)
|}. (2.2.9)

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ (2.2.2), (2.2.3),
(2.2.5) � (2.2.7) è (2.2.9). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ

∆n → 0,
bNθ

d(θ)
=⇒ 1,

aNθ
− aθ

d(θ)
=⇒ 0 (θ →∞)

ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, íî è íåîáõîäèìûìè äëÿ òîãî, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå (2.2.1′) (ñì. (Gnedenko and Korolev, 1996),
Sect. 3.4), òàê êàê óñëîâèÿ

bNn

d(n)
=⇒ 1 è E min {ε, | bNn

d(n)
− 1|} =⇒ 0,

êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
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2.3 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ ñóìì ê óñòîé÷èâûì çàêîíàì
â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì îöåíêó ðàâíîìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ñóììû, â êîòîðîé ñëàãàåìûå óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.1.1), è óñòîé÷èâîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàê
ìû âèäåëè âûøå, ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ Òåîðåìû
2.1.1 ñ V d= 0.

Òåîðåìà 2.3.1. Äëÿ ëþáûõ θ ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρ


P


SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


 , Gα(x)


 ≤

≤ E


ρ


P


SNθ

− aNθ

bNθ

< x


 , Gα(x)


 1(Nθ ∈ Nε)


 +

+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
bNθ

d(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣



 +

+ min



(C1(α) + 1) L(Fθ, E0), C1(α)E

∣∣∣∣∣∣
aNθ

− c(θ)

d(θ)

∣∣∣∣∣∣ ,

C1(α)

∣∣∣∣∣∣E
aNθ

− c(θ)

d(θ)

∣∣∣∣∣∣ + C2(α)E


aNθ

− c(θ)

d(θ)




2


 ,

ãäå
C1(α) = sup

x
pα(x), C2(α) = 1

2 sup
x

p′α(x).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò äîêà-
çàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1.1, â êîòîðîì ïðè îöåíèâàíèè I1, I2 è I4 ñëåäóåò
ôîðìàëüíî çàìåíèòü H íà E0 è, ñîîòâåòñòâåííî, ξ íà 0, à ïðè îöåíèâàíèè
I3 âåðíû íåðàâåíñòâà

I3 ≤ (1 + C(α))L(E0, Fθ), I3 ≤ C1(α)E

∣∣∣∣∣∣
aNθ

− c(θ)

d(θ)

∣∣∣∣∣∣ .

Òàêæå, ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ ëþáûõ x è y ïðè íåêîòîðîì δ ∈ [0, 1]
ìû èìååì

Gα(y − x)−Gα(y) = xpα(y) + 1
2x

2p′α(y + δx).
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Ïîýòîìó

I3 ≤ sup
y

∣∣∣∣∣∣E

Gα(y)−Gα


y − aNθ

− c(θ)

d(θ)







∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ C1(α)

∣∣∣∣∣∣E
aNθ

− c(θ)

d(θ)

∣∣∣∣∣∣ + C2(α)E


aNθ

− c(θ)

d(θ)




2

.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Åñëè EaNθ
= c(θ), òî òðåòüå ñëàãàåìîå â îöåíêå

äëÿ ∆(θ), óñòàíàâëèâàåìîé Òåîðåìîé 2.3.1, ðàâíî

min



(C1(α) + 1) L(Fθ, E0), C1(α)E

∣∣∣∣∣∣
aNθ

− c(θ)

d(θ)

∣∣∣∣∣∣ , C2(α)E


aNθ

− c(θ)

d(θ)




2


 .

2.4 Îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè óñòîé÷èâûìè
çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèé ïóàññîíîâñêèõ
ñëó÷àéíûõ ñóìì, â êîòîðûõ ñëàãàåìûå
èìåþò òÿæåëûå õâîñòû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû 2.2.1 ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ,
â êîòîðîé ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Nθ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïà-
ðàìåòðîì λ > 0. ×òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû â îáîçíà÷åíèÿõ, ìû âïðåäü
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ = λ, òàê ÷òî Nθ = Nλ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëàãàåìûå
X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (2.1.1) ñ b(n) ≡ const = b (â òà-
êîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îáùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëàãàåìûõ
X1, X2, . . . ïðèíàäëåæèò îáëàñòè íîðìàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî
çàêîíà Gα).

Íàñ èíòåðåñóåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ñîîòíîøåíèè
SNλ

− λa

bλ1/α
=⇒ Yα (λ →∞).

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ Òåîðåìîé 2.2.1, íàì íóæíà îöåíêà âåëè÷èíû

∆∗
n = sup

x

∣∣∣∣∣P
(
Sn − an

bn1/α
< x

)
−Gα(x)

∣∣∣∣∣ .

Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè, ïðèâåäåííûìè â (Christoph and Wolf, 1992). Ñ
ýòîé öåëüþ îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå
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ðàñïðåäåëåíèÿì F (x) è Gα(x), ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç f(s) è gα(s), s ∈ IR.
Ïóñòü r > 0 è νr = νr(F −Gα) � òàêîé ôóíêöèîíàë îò ðàçíîñòè ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è Gα(x), ÷òî ïðè íåêîòîðûõ A > 0 è ε > 0 äëÿ âñåõ
s ∈ (−ε, ε) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(s)− gα(s)| ≤ A|s|rνr. (2.4.1)

Íå çàãðîìîæäàÿ èçëîæåíèå äîïîëíèòåëüíûìè îáîçíà÷åíèÿìè, îòìåòèì,
÷òî â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, (Ïàóëàóñêàñ, 1969), (Ìèòàëàó-
ñêàñ, 1971), (Áàíèñ, 1972), (Zolotarev, 1973), (Ñàòûáàëäèíà, 1972), (Ñà-
òûáàëäèíà, 1973), (Ñòåéøóíàñ, 1974), (Êàðîáëèñ, 1983)) â êà÷åñòâå νr

ðàçëè÷íûå ðàçíîñòíûå ïñåâäîìîìåíòû.
Â (Christoph and Wolf, 1992) ïðèâåäåí ðåçóëüòàò (Òåîðåìà 3.11), èç

êîòîðîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü α < r ≤ 1 + α. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà

C0(r, α), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α è r, òàêàÿ, ÷òî

∆∗
n ≤ C0(r, α)

max {νr, ν1/(r+1)
r }

n(r−α)/α
(n = 1, 2, . . .).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

Nε = Nε(λ) = {n : λ(1− ε)α ≤ n ≤ λ(1 + ε)α}.
Ïîýòîìó

E[∆∗
Nλ

1(Nλ ∈ Nε)] ≤ C0(α, r) max {νr, ν
1/(r+1)
r } ∑

n≥λ(1−ε)α

P(Nλ = n)

n(r−α)/α
≤

≤ C0(α, r)

(1− ε)α
· max {νr, ν

1/(r+1)
r }

λ(r−α)/α
.

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

|x1/α − 1| ≤ |x− 1|
ïðè ëþáûõ α ∈ (1, 2) è x ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

E min





∣∣∣∣∣∣∣
N

1/α
λ

λ1/α
− 1

∣∣∣∣∣∣∣
, ε



 ≤ E min

{∣∣∣∣∣
Nλ

λ
− 1

∣∣∣∣∣ , ε

}
≤
√

DNλ

λ
=

1√
λ
.
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Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî aλ = aENλ è

E
(a(Nλ − λ)

bλ1/α

)2
=

a2DNλ

b2λ2/α
=

a2

b2λ2/α−1 .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â îöåíêó, ïðèâåäåííóþ â Òåîðåìå
2.3.1, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó. Îáîçíà÷èì

∆∗(λ) = sup
x

∣∣∣∣∣P
(
SNλ

− λa

bλ1/α
< x

)
−Gα(x)

∣∣∣∣∣ .

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è ñîîòíîøåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî
ïðè α < r ≤ 1 + α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ λ > 0 è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

∆∗(λ) ≤ C0(α, r)

(1− ε)αλ(r−α)/α
max {νr, ν1/(r+1)

r }+

+
C2(α)a2

b2λ(2−α)/α
+

1√
λ

max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 .

Ñëåäñòâèå 2.4.1. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è ñîîòíîøåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî
ïðè α < r ≤ 1+α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ λ > 0 è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

λm(α,r)∆∗(λ) ≤ C0(α, r)

(1− ε)α
max {νr, ν

1/(r+1)
r }+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 +

C2(α)a2

b2 ,

ãäå
m(α, r) = min

{
1

2
,

2− α

α
,

r − α

α

}
.

2.5 Îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ ñóìì "ñîïðîâîæäàþùèìè"
ñäâèãîâûìè ñìåñÿìè óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ

Âíîâü âåðíåìñÿ ê îáùåé ñèòóàöèè è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Wα,θ(x) =
∞∑

n=1
P(Nθ = n)Gα(x− an − c(θ)

d(θ)
) =

=
∞∑

n=1
P(Nθ = n)P(Yα < x− an − c(θ)

d(θ)
) =
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= P(Yα +
aNθ

− c(θ)

d(θ)
< x) = (Gα ∗ Fθ)(x).

Îáîçíà÷èì

∆̃(θ) = ρH


P


SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


 , Wα,θ(x)


 .

Èç Òåîðåìû 2.2.1 ïðè ýòîì âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.5.1. Äëÿ ëþáûõ θ ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆̃(θ) ≤ E[∆Nθ
1(Nθ ∈ Nε)] + max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
bNθ

d(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣



 .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî Òåî-
ðåìû 2.2.1 çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå I3 = 0.

Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíóþ ìåòðèêó è îáîçíà÷èì

∆̃∗(θ) = ρ


P


SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


 , Wα,θ(x)


 .

Èç Òåîðåìû 2.3.1 ïðè ýòîì âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.5.2. Äëÿ ëþáûõ θ ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆̃∗(θ) ≤ E[∆∗
Nθ

1(Nθ ∈ Nε)] + max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
bNθ

d(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣



 .

Äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëàãàåìûõ ïðèíàäëåæèò ê îáëàñòè íîðìàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ óñòîé-
÷èâîãî çàêîíà Gα, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Îáîçíà÷èì

F ∗
λ(x) = P


a(Nλ − λ)

bλ1/α
< x


 , Wα,λ(x) = (Gα ∗ F ∗

λ)(x),

∆̃∗(λ) = sup
x

∣∣∣∣∣P
(
SNλ

− λa

bλ1/α
< x

)
−Wα,λ(x)

∣∣∣∣∣ .

Òåîðåìà 2.5.3. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è ñîîòíîøåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî
ïðè α < r ≤ 1 + α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ λ > 0 è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

∆̃∗(λ) ≤ C0(α, r)

λ(r−α)/α
· max {νr, ν

1/(r+1)
r }

(1− ε)α
+

1√
λ

max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 .
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Ñëåäñòâèå 2.5.1. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è ñîîòíîøåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî
ïðè α < r ≤ 1+α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ λ > 0 è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

λM(α,r)∆̃∗(λ) ≤ C0(α, r)

(1− ε)α
max {νr, ν

1/(r+1)
r }+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 ,

ãäå
M(α, r) = min

{
1

2
,

r − α

α

}
.

2.6 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ ñóìì ê ñäâèãîâûì ñìåñÿì
óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ

Ïðåäåëüíûì çàêîíîì â Òåîðåìå 2.1.1 ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêà (Gα ∗ F̂ )(x), ãäå
F̂ (x) = P(V < x), êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ñäâèãîâàÿ ñìåñü óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Gα ïðè ñìåøèâàþùåì ðàñ-
ïðåäåëåíèè F̂ (x).

Â ñâÿçè ñ ýòèì âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ îáùåé ñèòóàöèè è ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî

aNθ
− c(θ)

d(θ)
=⇒ V (θ →∞).

Ïðè ýòîì ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Wα,θ(x) =
Gα ∗ Fθ(x), ìû èìååì

ρH


P


SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


 , (Gα ∗ F̂ )(x)


 ≤

≤ ρH(P(
SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x), Wα,θ(x)) + ρH(Gα ∗ Fθ, Gα ∗ F̂ ).

Áîëåå òîãî, òàê êàê

ρH(Gα ∗ Fθ, Gα ∗ F̂ ) ≤ ρH(Fθ, F̂ ),

òî èç Òåîðåìû 2.5.1 ìû ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.6.1. Äëÿ ëþáûõ θ ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρH


P


SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


 , (Gα ∗ F̂ )(x)


 ≤ E[∆Nθ

1(Nθ ∈ Nε)]+
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+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
bNθ

d(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣



 + ρH(Fθ, F̂ ).

Íî òàê êàê
sup

x
(H ∗ F̂ )′(x) ≤ sup

x
H ′(x) = CH ,

òî
ρH(Fθ, F̂ ) ≤ (1 + CH)L(Fθ ∗H, F̂ ∗H) ≤

≤ (1 + CH)[L(H, H) + L(Fθ, F̂ )] = (1 + CH)L(Fθ, F̂ ),

òî ñïðàâåäëèâî
Ñëåäñòâèå 2.6.1. Äëÿ ëþáûõ θ ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

ρH


P


SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


 , (Gα ∗ F̂ )(x)


 ≤ E[∆Nθ

1(Nθ ∈ Nε)]+

+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
bNθ

d(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣



 + (1 + CH)L(Fθ, F̂ ).

Î÷åâèäíûì îáðàçîì ìû àíàëîãè÷íî ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêè è äëÿ
ðàâíîìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ.

Òåîðåìà 2.6.2. Äëÿ ëþáûõ θ ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
x

∣∣∣∣∣∣P

SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


− (Gα ∗ F̂ )(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ E[∆∗
Nθ

1(Nθ ∈ Nε)]+

+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
bNθ

d(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣



 + ρGα

(Fθ, F̂ ).

Ñëåäñòâèå 2.6.2. Äëÿ ëþáûõ θ ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

sup
x

∣∣∣∣∣∣P

SNθ

− c(θ)

d(θ)
< x


− (Gα ∗ F̂ )(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ E[∆∗
Nθ

1(Nθ ∈ Nε)]+

+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
bNθ

d(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣



 + (1 + C(α))L(Fθ, F̂ ).
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3

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ
Êîêñà ñ áîëüøèìè ñêà÷êàìè

3.1 Îáîáùåííûå ïðîöåññû Êîêñà.
Ïóñòü N1(t), t ≥ 0, � îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ åäèíè÷íîé
èíòåíñèâíîñòüþ, à Λ(t), t ≥ 0, � íåçàâèñèìûé îò N1(t) ïðîöåññ, îáëàäà-
þùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: Λ(0) = 0, P(Λ(t) < ∞) = 1 äëÿ ëþáîãî
t > 0, òðàåêòîðèè Λ(t) íå óáûâàþò è íåïðåðûâíû ñïðàâà. Äâàæäû ñòî-
õàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ N(t), íàçûâàåìûé òàêæå ïðîöåññîì
Êîêñà, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ N1(t) è Λ(t):

N(t) = N1(Λ(t)) (t ≥ 0).

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîöåññ Êîêñà N(t) óïðàâëÿåòñÿ ïðî-
öåññîì Λ(t). Ñâîéñòâà ïðîöåññîâ Êîêñà ïîäðîáíî îïèñàíû â (Grandell,
1976).

Ïóñòü X1, X2, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû c îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F (x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì t ≥ 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
N(t), X1, X2, . . . íåçàâèñèìû. Ïðîöåññ

S(t) =
N(t)∑

j=1
Xj (t ≥ 0) (3.1.1)

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ïðîöåññîì Êîêñà (ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ñ÷èòàåì, ÷òî ∑0

j=1 = 0).
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà (3.1.1) ïðè
t → ∞ â ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . èìåþò êîíå÷-
íûå äèñïåðñèè, ðàññìîòðåíî, íàïðèìåð, â (Bening and Korolev, 2002). Â
÷àñòíîñòè, â óïîìÿíóòîé êíèãå ïðèâåäåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EX1 = a 6= 0, 0 < DX1 = σ2 <

∞ è Λ(t)
P−→ ∞ ïðè t → ∞. Ïóñòü D(t) > 0 � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

D(t) → ∞ ïðè t → ∞. Òîãäà îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íàäëåæàùèì
îáðàçîì öåíòðèðîâàííîãî è íîðìèðîâàííîãî îáîáùåííîãî ïðîöåññà Êîê-
ñà S(t) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè t → ∞ ê ðàñïðåäåëåíèþ íåêîòîðîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû Z, òî åñòü

S(t)− C(t)

D(t)
=⇒ Z (t →∞)

ïðè íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè C(t), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà

lim sup
t→∞

|C(t)|
D2(t)

≡ k2 < ∞
è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V , ÷òî

Z
d= k ·

√
a2 + σ2

|a| ·W + V,

ãäå W � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì, íåçàâèñèìàÿ îò V , è

L1

(aΛ(t)− C(t)

D(t)
, V (t)

)
→ 0 (t →∞),

ãäå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V (t) îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

E exp{isV (t)} = exp
{
−s2(a2 + σ2)

2|a|
[
k2 − |C(t)|

D2(t)

]}
E exp{isV } (s ∈ IR),

L1( · , · ) � ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìåòðèçóþùàÿ
ñëàáóþ ñõîäèìîñòü.

Öåëü äàííîé ãëàâû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãà Òåîðåìû 3.1.1
äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàìåíèâ
òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ äèñïåðñèé áîëåå îáùèì óñëîâèåì.
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Ïóñòü îáùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X1, X2, . . . ïðèòÿãèâàåòñÿ ê G(x) è ïóñòü ñóùåñòâóþò α ∈ (1, 2], a ∈ IR,
ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ b(t), t > 0, íåâûðîæäåííàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà Yα, èìåþùàÿ óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì
óñòîé÷èâîñòè α, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü (2.1.1).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ
ïðîöåññîâ Êîêñà íå ïðè ïðîèçâîëüíîì öåíòðèðîâàíèè è íîðìèðîâàíèè,
à ïðè öåíòðèðîâàíèè è íîðìèðîâàíèè íåñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè ñïå-
öèàëüíîãî âèäà. À èìåííî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (2.1.1) ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Z(t) =
S(t)− at

b(t)t1/α
(t →∞). (3.1.2)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì ñïåöèàëüíîì âèäå öåíòðèðóþùèõ è íîðìè-
ðóþùèõ ôóíêöèé óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðèîáðåòàþò äîâîëüíî ïðîñòóþ
ôîðìó.

3.2 Ëåììà îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè
ñóïåðïîçèöèé íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êðèòå-
ðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñóïåðïîçèöèé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
äîêàçàííûé â (Korolev, 1996) (ñì. òàêæå (Gnedenko and Korolev, 1996),
(Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000b), (Bening and Korolev, 2002)). Ïåðåä òåì, êàê
ñôîðìóëèðîâàòü ýòîò êðèòåðèé, íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}n≥1 íàçûâà-
åòñÿ ñëàáî êîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ
ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èçâåñòíî, ÷òî ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}n≥1 ñëàáî êîìïàêòíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
R→∞

sup
n

P(|Xn| > R) = 0

(ñì., íàïðèìåð, (Ãíåäåíêî è Êîëìîãîðîâ, 1949), ãëàâà 2, ðàçäåë 9).
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Â Ãëàâå 2 áûëî äàíî îïðåäåëåíèå ìåòðèêè Ëåâè äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó-
÷àÿ. Àíàëîãîì ìåòðèêè Ëåâè â ìíîãîìåðíûõ (è äàæå áåñêîíå÷íîìåðíûõ)
ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêà Ëåâè�Ïðîõîðîâà, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïóñòü (E, E , ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è P(E) �
ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (E, E). Ïóñòü
A ⊂ E. Ïîëîæèì ρ(x,A) = inf{ρ(x, y) : y ∈ A}. Ïóñòü ε > 0. Îáîçíà÷èì
Aε = {x ∈ E : ρ(x,A) < ε}, A ∈ E . Ïóñòü P1 è P2 � ïðîèçâîëüíûå
âåðîÿòíîñòíûå ìåðû èç P(E). Ïîëîæèì

σ(P1, P2) =

= inf{ε > 0 : P1(A) ≤ P2(A
ε) + ε äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A ∈ E}.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ðàññòîÿíèå Ëåâè�Ïðîõîðîâà L2(P1, P2) ìåæäó ìå-
ðàìè P1 è P2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L2(P1, P2) = max{σ(P1, P2), σ(P2, P1)}.
Ïîä ðàññòîÿíèåì Ëåâè�Ïðîõîðîâà ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè X è Y

ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ðàññòîÿíèå Ëåâè�Ïðîõîðîâà ìåæäó èíäóöèðî-
âàííûìè èìè âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè: L2(X, Y ) = L2(PX , PY ).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ýêâè-
âàëåíòíà èõ ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå Ëåâè�Ïðîõîðîâà (ñì., íàïðèìåð,
(Øèðÿåâ, 1989).

Ïóñòü X(t) è M(t), t ≥ 0, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû òàêèå,
÷òî X(t) èçìåð�èì è P(M(t) < ∞) = 1 ïðè ëþáîì t > 0 (ïîä èçìåðè-
ìîñòüþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ìû ïîäðàçóìåâàåì åãî èçìåðèìîñòü îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ σ-àëãåáðû èñõîäíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ íåîòðèöàòåëüíîé ïîëó-
ïðÿìîé). Ïóñòü A(t), B(t) è D(t) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî
A(t) è B(t) èçìåðèìû, B(t) > 0, D(t) > 0. Ïóñòü L1 è L2, êàê è ðàíåå,
� ìåòðèêè, ìåòðèçóþùèå ñëàáóþ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåò-
ñòâåííî îäíî- è äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
èõ ðàñïðåäåëåíèé). Íàïðèìåð, L1 � ýòî ìåòðèêà Ëåâè, L2 � ýòî ìåòðèêà
Ëåâè-Ïðîõîðîâà.

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñóïåðïîçèöèé íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå è óòî÷íåíèå çíàìå-
íèòîé Ëåììû Äîáðóøèíà (Äîáðóøèí, 1955), â êîòîðîé âïåðâûå áûëè
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îïèñàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñóïåðïîçèöèé íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ëåììà ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñóïåðïîçèöèé íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ëåììà 3.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B(t) →∞ è D(t) →∞ ïðè t →∞
è ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí





X(t)− A(t)

B(t)





t>0
è





B(M(t))

D(t)





t>0

ñëàáî êîìïàêòíû íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîìåðíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íåñëó÷àéíî öåíòðèðîâàííûõ è íîðìèðîâàííûõ ñóïåðïîçè-
öèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ X(t) è M(t) ñëàáî ñõîäèëèñü ê ðàñïðåäåëåíèþ
íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z:

X(M(t))− C(t)

D(t)
=⇒ Z (t →∞)

ïðè íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè C(t), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ñëàáî êîìïàêòíîå íà áåñêîíå÷íîñòè ñåìåéñòâî
òðîåê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {(Y (t), U(t), V (t))}t>0 òàêèõ, ÷òî:
1. Z d= Y (t)U(t) + V (t) ïðè êàæäîì t > 0, ïðè÷åì Y (t) è ïàðà

(U(t), V (t)) íåçàâèñèìû;

2. L1


X(t)− A(t)

B(t)
, Y (t)


 −→ 0 (t →∞);

3. L2





B(M(t))

D(t)
,
A(M(t))− C(t)

D(t)


 , (U(t), V (t))


 −→ 0 (t →∞).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðîöåññîâ Êîêñà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðàâëÿþùåãî ïðîöåñ-
ñà, (ñì. (Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000b), (Bening and Korolev, 2002)). Èç âñåãî
ìíîãîîáðàçèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîöåññîâ Êîêñà, îïèñàííûõ â
ýòèõ êíèãàõ, íàì íèæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü N(t) � ïðîöåññ Êîêñà, óïðàâëÿåìûé ïðîöåññîì
Λ(t). Òîãäà N(t)

P−→ ∞ (t → ∞) åñëè è òîëüêî åñëè Λ(t)
P−→ ∞ (t →

∞).
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â (Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000b),

Ëåììà 2.6.1.
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3.3 Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè îáîáùåííûõ
ïðîöåññîâ Êîêñà ñ áîëüøèìè ñêà÷êàìè.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðåäñòàâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ñ áîëüøèìè
ñêà÷êàìè.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(t)
P−→ ∞ ïðè t → ∞, à ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.1.1). Ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû Z(t), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì (3.1.2), ñõîäÿòñÿ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Z,

Z(t) =⇒ Z (t →∞), (3.3.1)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V òàêàÿ,
÷òî

Z d= Yα + V, (3.3.2)

ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yα è V â ïðàâîé ÷àñòè (3.3.2) íåçàâèñèìû,
è

a(Λ(t)− t)

b(t)t1/α
=⇒ V (t →∞). (3.3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðÿäó ñ ïðîöåññîì S(t) ðàññìîòðèì îáîáùåí-
íûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ

S0(t) =
N1(t)∑

j=0
Xj, t ≥ 0,

âíîâü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàÿ, ÷òî, åñëè N1(t) = 0, òî S0(t) = 0.
Ïîñêîëüêó

S(t) = S0(Λ(t)),

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé ñëàáîé
ñõîäèìîñòè ñóïåðïîçèöèé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâ-
ëåííûé Ëåììîé 3.2.1.

×òîáû ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.3.1 ê Ëåììå 3.2.1, ïîëîæèì

X(t) = S0(t), A(t) = C(t) = at,

B(t) = D(t) = b(t)t1/α, M(t) = Λ(t).
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Â Ëåììå 3.2.1 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {(X(t)−
A(t))/B(t)}t>0 áûëî ñëàáî êîìïàêòíûì íà áåñêîíå÷íîñòè. Óáåäèìñÿ, ÷òî
óêàçàííûé âûøå âûáîð ôóíêöèé A(t) è B(t) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå
ýòîãî òðåáîâàíèÿ. Áîëåå òîãî, ìû óáåäèìñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî áîëåå ñèëü-
íîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî,

X(t)− A(t)

B(t)
≡ S0(t)− at

b(t)t1/α
=⇒ Yα (t →∞). (3.3.4)

×òîáû äîêàçàòü (3.3.4), ìû îïÿòü-òàêè âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 3.2.1. Îáî-
çíà÷èì

X̃(t) =
[t]∑

j=1
Xj, Ã(t) = C̃(t) = at,

B̃(t) = D̃(t) = b(t)t1/α, M̃(t) = N1(t),

ãäå [t] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t. Ïðèìåíèì Ëåììó 3.2.1 ê ïðîöåññàì X̃(t) è
M̃(t) ñ ôóíêöèÿìè Ã(t), B̃(t), C̃(t) è D̃(t). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå
(3.3.3) âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

X̃(t)− Ã(t)

B̃(t)
≡

∑[t]
j=1 Xj − at

b(t)t1/α
=⇒ Yα (t →∞). (3.3.5)

Ïîêàæåì, ÷òî

B̃(M̃(t))

D̃(t)
≡ b(N1(t))N

1/α
1 (t)

b(t)t1/α
=⇒ 1 (t →∞). (3.3.6)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà

P(|W1 + W2| > δ) ≤ P(|W1| > δ

2
) + P(|W2| > δ

2
),

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí W1 è W2 è äëÿ ëþáîãî
δ > 0, ïðè ïðîèçâîëüíîì ε > 0 ìû èìååì

P
(∣∣∣∣

B̃(N1(t))

B̃(t)
− 1

∣∣∣∣ > ε
)

= P
(∣∣∣∣


N1(t)

t




1/α
b(N1(t))

b(t)
− 1

∣∣∣∣ > ε
)

=

= P
(∣∣∣∣


N1(t)

t




1/α 
b(N1(t))

b(t)
− 1


 +


N1(t)

t




1/α

− 1
∣∣∣∣ > ε

)
≤
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≤ P
(∣∣∣∣


N1(t)

t




1/α 
b(N1(t))

b(t)
− 1




∣∣∣∣ >
ε

2

)
+ P

(∣∣∣∣


N1(t)

t




1/α

− 1
∣∣∣∣ >

ε

2

)
.

(3.3.7)
Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.3.7). Èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

P
(∣∣∣∣


N1(t)

t




1/α 
b(N1(t))

b(t)
− 1




∣∣∣∣ >
ε

2

)
=

=
∞∑

n=1
P(N1(t) = n)P




∣∣∣∣∣∣
b(n)

b(t)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
εt1/α

2n1/α


 =

=
∑

n:|nt−1|≤ 1
2

P(N1(t) = n)P




∣∣∣∣∣∣
b(n)

b(t)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
εt1/α

2n1/α


 +

+
∑

n:|nt−1|> 1
2

P(N1(t) = n)P




∣∣∣∣∣∣
b(n)

b(t)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
εt1/α

2n1/α


 ≤

≤ ∑

n:|nt−1|≤ 1
2

P(N1(t) = n)P




∣∣∣∣∣∣
b(n)

b(t)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α


 + P




∣∣∣∣∣∣
N1(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
1

2


 ≤

≤ ∑

n:|nt−1|≤ 1
2

P(N1(t) = n)P


 sup

1
2≤p≤ 3

2

∣∣∣∣∣∣
b(tp)

b(t)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α


 +

+P




∣∣∣∣∣∣
N1(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
1

2


 ≤

≤ P


 sup

1
2≤p≤ 3

2

∣∣∣∣∣∣
b(tp)

b(t)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α


 + P




∣∣∣∣∣∣
N1(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
1

2


 . (3.3.8)

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.1 â (Ñåíåòà, 1985), ñõîäèìîñòü

lim
t→∞

b(pt)

b(t)
= 1

ðàâíîìåðíà íà êàæäîì çàìêíóòîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé p. Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò t0 = t0(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t≥ t0

sup
1
2≤p≤ 3

2

∣∣∣∣∣∣
b(tp)

b(t)
− 1

∣∣∣∣∣∣ <
21/α−1ε

31/α
. (3.3.9)
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Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3.8) è (3.3.9) ïðè âñåõ t≥ t0 ìû èìååì

P




∣∣∣∣∣∣∣


N1(t)

t




1/α 
b(N1(t))

b(t)
− 1




∣∣∣∣∣∣∣
>

ε

2


 ≤ P




∣∣∣∣∣∣
N1(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
1

2




è ïîòîìó, ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîìó,

lim
t→∞P

(∣∣∣∣


N1(t)

t




1/α 
b(N1(t))

b(t)
− 1




∣∣∣∣ >
ε

2

)
≤ lim

t→∞P
(∣∣∣∣

N1(t)

t
− 1

∣∣∣∣ >
1

2

)
= 0.

(3.3.10)
Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.3.7). Ïîñêîëüêó
N1(t)/t =⇒ 1 ïðè t → ∞, N1(t)/t

P−→ 1 è ïîòîìó (N1(t)/t)
1/α P−→ 1,

òî åñòü
lim
t→∞P

(∣∣∣∣


N1(t)

t




1/α

− 1
∣∣∣∣ >

ε

2

)
= 0. (3.3.10′)

Òåïåðü òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (3.3.6) âûòåêàåò èç (3.3.7), (3.3.10)
è (3.3.10').

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3.3.5) è (3.3.6) îçíà÷àþò, ÷òî ñåìåéñòâà
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {(X̃(t) − Ã(t))/B̃(t)}t≥0 è {B̃(M̃(t))/D̃(t)}t≥0 ñëà-
áî êîìïàêòíû íà áåñêîíå÷íîñòè, è ïîýòîìó ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
Ëåììîé 3.2.1. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Ã(M̃(t))− C̃(t)

D̃(t)
≡ a(N1(t)− t)

b(t)t1/α
=

=
a

b(t)t(2−α)/2α
· N1(t)− t√

t
=⇒ 0 (t →∞), (3.3.11)

ïîñêîëüêó
a

b(t)t(2−α)/2α
−→ 0 (t →∞),

â òî âðåìÿ êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

N1(t)− t√
t

=⇒ W (t →∞),

ãäå W � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì.
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Èç ñîîòíîøåíèé (3.3.5), (3.3.6) è (3.3.11) ïî Ëåììå 3.2.1 âûòåêàåò, ÷òî
èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

∑N1(t)
j=1 Xj − at

b(t)t1/α
=⇒ Yα (t →∞), (3.3.12)

îòêóäà â ñâîþ î÷åðåäü âûòåêàåò (3.3.4).
Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.3.4) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî

ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè êëàññè÷åñêîãî ïðîöåññà Êîêñà
ñ òðåáîâàíèÿìè, èìåþùèìè êîíå÷íûå äèñïåðñèè, íà êëàññè÷åñêèå ïðî-
öåññû Êîêñà ñ òðåáîâàíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ (3.3.3).

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé Òåîðåìû 3.3.1.
Ñ ýòîé öåëüþ, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì ñëàáîé ñõîäèìîñòè

ðàñïðåäåëåíèé ñóïåðïîçèöèé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, óñòà-
íàâëèâàåìûì Ëåììîé 3.2.1, óáåäèìñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (3.3.1) è (3.3.4) âëåêóò
ñëàáóþ êîìïàêòíîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{B(M(t))

D(t)
=

b(Λ(t))Λ1/α(t)

b(t)t1/α

}

t≥0
. (3.3.13)

Ñ ýòîé öåëüþ ìû ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
{b(N(t))N 1/α(t)

b(t)t1/α
=

b(N1(Λ(t)))N
1/α
1 (Λ(t))

b(t)t1/α

}

t≥0
(3.3.14)

ñëàáî êîìïàêòíî íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü X ′
1, X

′
2, . . . � îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî X1
d= X ′

1, ïðè÷åì ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû X1, X2, . . ., X ′

1, X
′
2, . . . íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷èì X

(s)
j = Xj−X ′

j,
j ≥ 1,

T (t) =
1

b(t)t1/α

N(t)∑

j=1
X

(s)
j , (t ≥ 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî
P(|T (t)| ≥ x) =

=
∞∫

0

∞∑

n=1
P(N1(λ) = n)P

(∣∣∣∣
1

b(t)t1/α

n∑

j=1
X

(s)
j

∣∣∣∣ ≥ x
)
dP(Λ(t) < λ) =
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=
∞∫

0

∞∑

n=1
P(N1(λ) = n)P

(∣∣∣∣
1

b(t)t1/α

[( n∑

j=1
Xj − at

)
−

−
( n∑

j=1
X ′

j − at
)]∣∣∣∣ ≥ x

)
dP(Λ(t) < λ) ≤

≤ 2
∞∫

0

∞∑

n=1
P(N1(λ) = n)P

(∣∣∣∣
1

b(t)t1/α

( n∑

j=1
Xj − at

)∣∣∣∣ ≥ x

2

)
dP(Λ(t) < λ) =

= 2
∞∫

0

P
(∣∣∣∣

1

b(t)t1/α

(N1(λ)∑

j=1
Xj − at

)∣∣∣∣ ≥ x

2

)
dP(Λ(t) < λ) =

= 2P
(∣∣∣∣

S(t)− at

b(t)t1/α

∣∣∣∣ ≥ x

2

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {tk}k≥1 ìû èìååì

lim
x→∞ sup

k
P(|T (tk)| ≥ x) ≤ 2 lim

x→∞ sup
k

P
(∣∣∣∣

S(tk)− atk

b(tk)t
1/α
k

∣∣∣∣ ≥ x

2

)
= 0,

òî åñòü ñåìåéñòâî {T (t)} ñëàáî êîìïàêòíî íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ëåâóþ q-êâàíòèëü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N(t) îáîçíà÷èì nt(q). Ïóñòü

{tk} � ïðîèçâîëüíàÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü





b(N(tk))N
1/α(tk)

b(tk)t
1/α
k





k≥1

(3.3.15)

ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýòî è áóäåò îçíà-
÷àòü, ÷òî ñåìåéñòâî (3.3.14) ñëàáî êîìïàêòíî íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñ ýòîé
öåëüþ óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî q ∈ (0, 1)

G(q) ≡ sup
k

b(ntk(q))n
1/α
tk (q)

b(tk)t
1/α
k

< ∞. (3.3.16)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ëåâè (ñì., íàïðèìåð, (Ëîýâ, 1962), ðàçäåë 17.1)

P
(

max
1≤r≤n

∣∣∣∣
r∑

j=1
X

(s)
j

∣∣∣∣ ≥ x
)
≤ 2P

(∣∣∣∣
n∑

j=1
X

(s)
j

∣∣∣∣ ≥ x
)
,
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ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . è
ëþáîãî n ≥ 1, ìû ïîëó÷èì

P(|T (tk)| ≥ x) = P
(∣∣∣∣

1

b(tk)t
1/α
k

N(tk)∑

j=1
X

(s)
j

∣∣∣∣ ≥ x
)

=

=
∞∑

n=1
P(N(tk) = n)P

(∣∣∣∣
1

b(tk)t
1/α
k

n∑

j=1
X

(s)
j

∣∣∣∣ ≥ x
)
≥

≥ ∑

n>ntk
(q)

P(N(tk) = n)P
(∣∣∣∣

1

b(tk)t
1/α
k

n∑

j=1
X

(s)
j

∣∣∣∣ ≥ x
)
≥

≥ 1

2

∑

n>ntk
(q)

P(N(tk) = n)P
(∣∣∣∣

1

b(tk)t
1/α
k

ntk
(q)∑

j=1
X

(s)
j

∣∣∣∣ ≥ x
)
≥

≥ 1− q

2
· P

(∣∣∣∣
1

b(tk)t
1/α
k

ntk
(q)∑

j=1
X

(s)
j

∣∣∣∣ ≥ x
)
.

Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{T (tk)}k≥1, ïðè êàæäîì q ∈ (0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèé

F
(q)
k (x) = P

( 1

b(tk)t
1/α
k

ntk
(q)∑

j=1
X

(s)
j < x

)
(x ∈ IR),

ñëàáî êîìïàêòíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (3.3.16) íå èìååò ìåñòà. Â òàêîì ñëó-
÷àå ñóùåñòâóþò q0 ∈ (0, 1) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàêèå, ÷òî

b(ntk(q0))n
1/α
tk (q0)

b(tk)t
1/α
k

−→∞ (k →∞, k ∈ K). (3.3.17)

Íî N(t)
P−→ ∞ ïpè t → ∞ ïî Ëåììå 3.2.2 âñëåäñòâèå óñëîâèÿ Λ(t)

P−→
∞. Ïîýòîìó ntk(q0) → ∞ ïðè k → ∞, k ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
óñëîâèþ (3.3.3) ìû èìååì

1

b(ntk(q0))n
1/α
tk (q0)

(ntk
(q0)∑

j=1
Xj−antk(q0)

)
=⇒ Yα (k →∞, k ∈ K). (3.3.18)
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Ïóñòü Y ′
α � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íåçàâèñèìàÿ îò Yα è òàêàÿ, ÷òî Yα

d= Y ′
α.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F
(q0)
k (x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F
(q0)
k (x) = P

( 1

b(ntk(q0))n
1/α
tk (q0)

(ntk
(q0)∑

j=1
Xj − antk(q0)

)
−

− 1

b(ntk(q0))n
1/α
tk (q0)

(ntk
(q0)∑

j=1
X ′

j − antk(q0)
)

<
xb(tk)t

1/α
k

b(ntk(q0))n
1/α
tk (q0)

)
.

Èç (3.3.17) è (3.3.18) âûòåêàåò, ÷òî, êàêèì áû íè áûëî x ∈ IR,

F
(q0)
k (x) → P(Yα − Y ′

α < 0) =
1

2
(k →∞, k ∈ K),

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ {F (q0)

k (x)}k≥1, óñòàíîâëåííîé âûøå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äî-
êàçûâàåò (3.3.16). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî N(t) d= nt(U), ãäå U � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà [0, 1]. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ
(3.3.16), ìû èìååì

P
(b(N(tk))N

1/α(tk)

b(tk)t
1/α
k

≥ x
)

= P
(b(ntk(U))n

1/α
tk (U)

b(tk)t
1/α
k

≥ x
)

=

=
1∫

0

P
(b(ntk(u))n

1/α
tk (u)

b(tk)t
1/α
k

≥ x
)
du ≤

1∫

0

P(G(u) ≥ x)du = P(G(U) ≥ x).

Òàêèì îáðàçîì,

lim
x→∞ sup

k
P

(b(N(tk))N
1/α(tk)

b(tk)t
1/α
k

≥ x
)
≤ lim

x→∞P(G(U) ≥ x) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.3.15) ñëàáî êîìïàêòíà. Íî òàê
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}k≥1 ïðîèçâîëüíà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî
(3.3.14) ñëàáî êîìïàêòíî íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî (3.3.13) ñëàáî êîìïàêòíî íà áåñêîíå÷-
íîñòè. Èìååì î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå

b(Λ(t))Λ1/α(t)

b(t)t1/α
=

b(Λ(t))Λ1/α(t)

b(N(t))N 1/α(t)
· b(N(t))N 1/α(t)

b(t)t1/α
.
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Ïîýòîìó ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ñåìåéñòâà (3.3.13) áóäåò
âûòåêàòü èç óñòàíîâëåííîé âûøå ñëàáîé êîìïàêòíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè
ñåìåéñòâà (3.3.14), åñëè ìû óáåäèìñÿ, ÷òî

b(Λ(t))Λ1/α(t)

b(N(t))N 1/α(t)
=⇒ 1 (t →∞).( (3.3.19)

Äîêàæåì (3.3.19). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 èìååì

P
(∣∣∣∣

b(N(t))N 1/α(t)

b(Λ(t))Λ1/α(t)
− 1

∣∣∣∣ > ε
)

=

=
∞∫

0

P
(∣∣∣∣

b(N1(λ))N
1/α
1 (λ)

b(λ)λ1/α
− 1

∣∣∣∣ > ε
)
dP(Λ(t) < λ).

Ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (3.3.7) è (3.3.8), ìû ïðèõî-
äèì ê íåðàâåíñòâàì

P
(∣∣∣∣

b(N(t))N 1/α(t)

b(Λ(t))Λ1/α(t)
− 1

∣∣∣∣ > ε
)
≤

≤
∞∫

0

P
(∣∣∣∣


N1(λ)

λ




1/α 
b(N1(λ))

b(λ)
− 1




∣∣∣∣ >
ε

2

)
dP(Λ(t) < λ) +

+
∞∫

0

P
(∣∣∣∣


N1(λ)

λ




1/α

− 1
∣∣∣∣ >

ε

2

)
dP(Λ(t) < λ) ≤

≤
∞∫

0

P


 sup

1
2≤p≤ 3

2

∣∣∣∣∣∣
b(λp)

b(λ)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α


 dP(Λ(t) < λ) +

+
∞∫

0

P




∣∣∣∣∣∣
N1(λ)

λ
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
1

2


 dP(Λ(t) < λ) +

+
∞∫

0

P
(∣∣∣∣


N1(λ)

λ




1/α

− 1
∣∣∣∣ >

ε

2

)
dP(Λ(t) < λ). (3.3.20)

Ñîãëàñíî óæå óïîìèíàâøåéñÿ Òåîðåìå 1.1 â (Ñåíåòà, 1985), ñóùåñòâóåò
λ0 ∈ (0,∞) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ λ > λ0

P


 sup

1
2≤p≤ 3

2

∣∣∣∣∣∣
b(λp)

b(λ)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α


 = 0
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(ñì. ñîîòíîøåíèå (3.3.9)). Ïîýòîìó äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷à-
ñòè (3.3.20) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∞∫

0

P


 sup

1
2≤p≤ 3

2

∣∣∣∣∣∣
b(λp)

b(λ)
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α


 dP(Λ(t) < λ) ≤ P(Λ(t) ≤ λ0).

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó Λ(t)
P−→ ∞ ïðè t → ∞, äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîãî

δ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå t1, ÷òî äëÿ âñåõ t ≥ t1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P(Λ(t) ≤ λ0) < δ. (3.3.21)

Äàëåå, õîðîøî èçâåñòíî ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé âûðîæäåííîñòè ïóàñ-
ñîíîâñêîãî ïðîöåññà:

lim
λ→∞

P
(∣∣∣∣

N1(λ)

λ
− 1

∣∣∣∣ > ε
)

= 0

äëÿ ëþáîãî ε > 0. Ïîýòîìó äëÿ óêàçàííîãî âûøå ïðîèçâîëüíî ìàëîãî
δ > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî λ1 ∈ (0,∞) òàêîå, ÷òî

∞∫

0

P




∣∣∣∣∣∣
N1(λ)

λ
− 1

∣∣∣∣∣∣ >
1

2


 dP(Λ(t) < λ) +

+
∞∫

0

P
(∣∣∣∣


N1(λ)

λ




1/α

− 1
∣∣∣∣ >

ε

2

)
dP(Λ(t) < λ) ≤

≤ P(Λ(t) ≤ λ1) + δ. (3.3.22)

Îïÿòü âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì íåîãðàíè÷åííîãî âîçðàñòàíèÿ Λ(t) ïî
âåðîÿòíîñòè ïðè t → ∞, çàìåòèì, ÷òî íàéäåòñÿ t2 ∈ (0,∞) òàêîå, ÷òî
äëÿ âñåõ t ≥ t2

P(Λ(t) ≤ λ1) < δ. (3.3.23)

Òàêèì îáðàçîì, èç (3.3.21), (3.3.22) è (3.3.23) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ t ≥
max{t1, t2}

P
(∣∣∣∣

b(N(t))N 1/α(t)

b(Λ(t))Λ1/α(t)
− 1

∣∣∣∣ > ε
)

< 3δ.

Íî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε è δ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.3.19), è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëàáóþ êîìïàêòíîñòü
ñåìåéñòâà (3.3.13) íà áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðóþ è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
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Òåïåðü ìû ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü Ëåììó 3.2.1 ñ

X(t) = S0(t), A(t) = C(t) = at,

B(t) = D(t) = b(t)t1/α, M(t) = Λ(t).

Îáîçíà÷èì ëåâóþ q-êâàíòèëü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Λ(t) ÷åðåç lt(q). Â
ñèëó óñëîâèÿ 3 Ëåììû 3.2.1 è ñëàáîé êîìïàêòíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè
ñåìåéñòâà {V (t)}t>0 ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{A(Λ(t))− C(t)

D(t)
=

a(Λ(t)− t)

b(t)t1/α

}

t≥0

ñëàáî êîìïàêòíî íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî q ∈
(0, 1)

lim sup
t→∞

∣∣∣∣
a(lt(q)− t)

b(t)t1/α

∣∣∣∣ ≡ H(q) < ∞.

Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî q ∈ (0, 1) ìû èìååì

lim sup
t→∞

∣∣∣∣
lt(q)

t
− 1

∣∣∣∣ = lim sup
t→∞

∣∣∣∣
a(lt(q)− t)

b(t)t1/α

∣∣∣∣ · b(t)t
1/α

t|a| ≤

≤ H(q)

|a| lim sup
t→∞

b(t)t(1−α)/α = 0 (3.3.24)

ïî ñâîéñòâó ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé. Èç (3.3.24) âûòåêàåò, ÷òî

Λ(t)

t
=⇒ 1 (t →∞). (3.3.25)

Ñîîòíîøåíèå (3.3.25) âëå÷åò

B(M(t))

D(t)
≡ b(Λ(t))Λ1/α(t)

b(t)t1/α
=⇒ 1 (t →∞). (3.3.26)

Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ òî÷íî òàê æå, êàê áûëî äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå
(3.3.6), çàìåíèâ ëèøü â ïðèâåäåííîì âûøå äîêàçàòåëüñòâå ïðîöåññ N1(t)
ïðîöåññîì Λ(t), à óñëîâèå N1(t)/t =⇒ 1 óñëîâèåì (3.3.25).
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Ñîîòíîøåíèÿ (3.3.4) è (3.3.26) îçíà÷àþò, ÷òî òðîéêè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí (Y (t), U(t), V (t)), ôèãóðèðóþùèå â Ëåììå 3.2.1, èìåþò ñïåöèàëüíûé
âèä, à èìåííî,

Y (t) = Yα, U(t) = 1.

Ïðè ýòîì óñëîâèå 1 Ëåììû 3.2.1 ïðèìåò âèä

Z d= Yα + V (t). (3.3.27)

Ïåðåïèñàâ óñëîâèå (3.3.27) â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

E exp{isZ} ≡ fYα
(s) · E exp{isV (t)}, (3.3.28)

çàìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ fYα
(s) áåçãðàíè÷-

íî äåëèìà è, ñòàëî áûòü, íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü (ñì., íàïðèìåð,
(Ãíåäåíêî è Êîëìîãîðîâ, 1949)). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (3.3.28) îòíîñèòåëü-
íî E exp{isV (t)} èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â êëàññå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 3 Ëåììû 3.2.1 â ðàññìàòðèâà-
åìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä (3.3.3). Òåì ñàìûì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé
Òåîðåìû 3.3.1 äîêàçàíà.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü ýòèõ óñëîâèé. Ñîîòíîøåíèå (3.3.3) âëå÷åò
(3.3.24), îòêóäà âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (3.3.25), ãàðàíòèðóþùåå, â ñâîþ
î÷åðåäü, âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3.3.26). Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç Ëåììû 3.2.1. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Èç Òåîðåìû 3.3.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïðàêòè÷åñêèé âûâîä. Ïðè áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ t èìååò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà ïî
ðàñïðåäåëåíèþ:

S(t) ≈ b(t)t1/αYα + aΛ(t) ≈ b(t)t1/α(V + Yα) + at,

ïðè÷åì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè íåçàâèñèìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
îáîçíà÷èòü Ft(x) = P(Λ(t) < x), Q(x) = P(V < x), òî ïðè êàæäîì x ∈ IR

P(S(t) < x) ≈ Gα(
x

b(t)t1/α
) ∗ Ft(

x

a
) ≈ (Gα ∗Q)(

x− at

b(t)t1/α
).
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3.4 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îáîáùåííûõ
ïðîöåññîâ Êîêñà ñ áîëüøèìè ñêà÷êàìè

Îáîçíà÷èì

F
(N)
t (x) = P


a(N(t)− t)

b(t)t1/α
< x


 , F

(Λ)
t (x) = P


a(Λ(t)− t)

b(t)t1/α
< x


 ,

∆n = ρH

(
P

(
Sn − an

bn
< x

)
, Gα(x)

)
.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé Òåîðåìû 2.5.1.
Ëåììà 3.4.1. Ïóñòü α ∈ (1, 2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1) ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

ρH


P


S(t)− at

b(t)t1/α
< x


 , (Gα ∗ F

(N)
t )(x)


 ≤ E[∆N(t)1(N(t) ∈ Nε)]+

+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
b(N(t))N 1/α(t)

b(t)t1/α
− 1

∣∣∣∣∣∣



 ,

ãäå
Nε = Nε(t) = {n : |b(n)n1/α − b(t)t1/α| ≤ εb(t)t1/α},

Gα(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Yα, C(α) îïðåäåëåíà
â Ãëàâå 2.

Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà Ëåììû
3.4.1 òðåáóåòñÿ îöåíêà âåëè÷èíû

sup
x

∣∣∣∣∣P
(
Sn − an

bn1/α
< x

)
−Gα(x)

∣∣∣∣∣ ,

êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â Òåîðåìå 2.4.1.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b(t) ≡ b > 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè,

â êîòîðîé îáùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ X1, X2, . . . ïðèíàä-
ëåæèò îáëàñòè íîðìàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî çàêîíà Gα. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå

Nε = Nε(t) = {n : t(1− ε)α ≤ n ≤ t(1 + ε)α}.
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàñïðåäåëåíèé H, F1 è F2

ρH(F1, F2) ≤ ρ(F1, F2).
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Ïîýòîìó èç Òåîðåìû 2.4.1 âûòåêàåò, ÷òî

E[∆N(t)1(N(t) ∈ Nε)] ≤

≤ C0(α, r) max {νr, ν
1/(r+1)
r } ∑

n≥θ(1−ε)α

P(N(t) = n)

n(r−α)/α
≤

≤ C0(α, r)

(1− ε)α
· max {νr, ν

1/(r+1)
r }

t(r−α)/α
.

Ïóñòü Nλ � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Ñ ïî-
ìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

|x1/α − 1| ≤ |x− 1|
ïðè ëþáûõ α ∈ (1, 2) è x ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî EΛ(t) = t,
è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Èåíñåíà, ìû ïîëó÷àåì

E min





∣∣∣∣∣∣
N 1/α(t)

t1/α
− 1

∣∣∣∣∣∣ , ε



 ≤

≤ E min





∣∣∣∣∣∣
N(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣ , ε



 =

∞∫

0

E

∣∣∣∣∣
Nλ

t
− 1

∣∣∣∣∣ dP(Λ(t) < λ) ≤

≤ 1

t

∞∫

0

E|Nλ − λ|dP(Λ(t) < λ) +
1

t

∞∫

0

|λ− t|dP(Λ(t) < λ) ≤

≤ 1

t

∞∫

0

√
DNλdP(Λ(t) < λ) + E|Λ(t)

t
− 1| =

=
E

√
Λ(t)

t
+ E|Λ(t)

t
− 1| ≤ 1√

t
+ E|Λ(t)

t
− 1|.

Êîìáèíèðóÿ ýòè îöåíêè ñ Ëåììîé 3.4.1, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó.

Ëåììà 3.4.2. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è ñîîòíîøåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî ïðè
α < r ≤ 1 + α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t > 0 è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρH


P


S(t)− at

b(t)t1/α
< x


 , (Gα ∗ F

(N)
t )(x)


 ≤

≤ C0(α, r)

(1− ε)α
· max {νr, ν

1/(r+1)
r }

t(r−α)/α
+ max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 ·


 1√

t
+ E

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣


 ,
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ãäå C0(α, r) � êîíñòàíòà èç Òåîðåìû 2.4.1, à C(α) îïðåäåëåíà â Ëåììå
3.4.1.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî EΛ(t) ≡ t, à ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2), ðàññìîòðèì îöåíêè ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà

Z(t) =
S(t)− at

bt1/α

ê ñâåðòêå Gα∗F̂ , ãäå F̂ (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
V òàêîé, ÷òî

a(N(t)− t)

bt1/α
=⇒ V (t →∞).

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî
ñîîòíîøåíèÿ

ρH(Gα ∗ F
(N)
t , Gα ∗ F̂ ) ≤ ρH(F

(N)
t , F̂ )

ìû èìååì
ρH(P(

S(t)− at

b(t)t1/α
< x), (Gα ∗ F̂ )(x)) ≤

≤ ρH(P(
S(t)− at

b(t)t1/α
< x), (Gα ∗ F

(N)
t )(x)) + ρH(F

(N)
t , F̂ ). (3.4.1)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.4.1) ìû ìîæåì îöåíèòü ñ ïîìîùüþ
Ëåììû 3.4.2. Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Èìååì

ρH(F
(N)
t , F̂ ) ≤ ρH(F

(N)
t , F

(Λ)
t ) + ρH(F

(Λ)
t , F̂ ). (3.4.2)

Íî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàíî ñ êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè â Òåîðåìå 3.1.1. Ïîýòîìó äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü åñòåñòâåííóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðå-
äåëåíèé îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ Êîêñà ñ áîëüøèìè ñêà÷êàìè, íàì äîñòà-
òî÷íî íàéòè ðàçóìíóþ îöåíêó äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè
(3.4.2).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈ (0, 1) ìû èìååì

ρH(F
(N)
t , F

(Λ)
t ) ≤

≤ sup
x

∞∫

0

|H(x) ∗ [P(
a(Nλ − t)

bt1/α
< x)− Ea(λ−t)/(bt1/α)(x)]|dP(Λ(t) < λ) ≤
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≤ P(Λ(t) ≤ δt)+

+ sup
x

∞∫

δt

|H(x) ∗ [P(
a(Nλ − t)

bt1/α
< x)− Ea(λ−t)/(bt1/α)(x)]|dP(Λ(t) < λ) ≡

≡ I1 + I2.

Ïðè ýòîì

I1 = P(
Λ(t)

t
< δ) = P(

Λ(t)

t
− 1 < −(1− δ)) ≤

≤ P(|Λ(t)

t
− 1| > 1− δ) ≤ 1

1− δ
E|Λ(t)

t
− 1|. (3.4.3)

Ðàññìîòðèì I2. Èìååì

I2 ≤
∞∫

δt

sup
x
|H(x) ∗ [P(

Nλ − λ√
λ

<
bt1/αx

a
√

λ
− (λ− t)√

λ
)−

−Φ(
bt1/αx

a
√

λ
− (λ− t)√

λ
)]|dP(Λ(t) < λ)+

+
∞∫

δt

sup
x
|H(x) ∗ [Φ(

bt1/αx

a
√

λ
− (λ− t)√

λ
)− Ea(λ−t)/(bt1/α)(x)]|dP(Λ(t) < λ) ≡

≡ I21 + I22.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
ñóìì (Òåîðåìà 1.1.4) ìû ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ I21:

I21 ≤ C0

∞∫

δt

dP(Λ(t) < λ)√
λ

≤ C0√
δt

, (3.4.4)

ãäå C0 < 0.7655 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ðàññìîòðèì I22. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìåòðèêîé

Ëåâè è ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé

ρH(F1, F2) ≤ (1 + CH)L(F1, F2),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F1 è F2, ãäå CH =
supx H ′(x), ìû ïîëó÷àåì
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I22 =
∞∫

δt

sup
x
|H(x) ∗ [Φ(

bt1/αx

a
√

λ
) ∗ Ea(λ−t)/(bt1/α)(x)−

−(E0 ∗ Ea(λ−t)/(bt1/α))(x)]|dP(Λ(t) < λ) ≤

≤ (1 + CH)
∞∫

δt

L(Φ(
bt1/αx

a
√

λ
) ∗ Ea(λ−t)/(bt1/α)(x),

(E0 ∗ Ea(λ−t)/(bt1/α))(x))dP(Λ(t) < λ) ≤

≤ (1 + CH)
∞∫

δt

L(Φ(
bt1/αx

a
√

λ
), E0(x))dP(Λ(t) < λ).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå èñêîìîé îöåíêè, íàì îñòà-
ëîñü íàéòè ïîäõîäÿùóþ îöåíêó â òåðìèíàõ σ äëÿ L(Φ(x/σ), E0(x)). Èñ-
ïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàññòîÿíèÿ Ëåâè êàê ñòîðîíû íàèáîëüøå-
ãî êâàäðàòà, êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ Φ(x/σ) è E0(x), ìû çàìå÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà L(Φ(x/σ), E0(x))
ðàâíà êîðíþ xσ óðàâíåíèÿ

1− Φ(x/σ) = x. (3.4.5)

Ïðè ýòîì, åñëè èçâåñòíà óäîáíàÿ îöåíêà âèäà

1− Φ(x/σ) ≤ Ψ(x), (3.4.6)

òî ðåøåíèå xσ óðàâíåíèÿ (3.4.5) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Ψ(x) = x. (3.4.7)

Â êà÷åñòâå îöåíêè (3.4.6) âîçüìåì, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî

1− Φ(x/σ) ≤ (2k − 1)!!σ2k

x2k
,

ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì k ≥ 1. Òîãäà óðàâíåíèå (3.4.7) ïðèìåò âèä

(2k − 1)!!σ2k

x2k
= x,

îòêóäà
xσ ≤ [(2k − 1)!!σ2k]1/(2k+1).
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Â íàøåì ñëó÷àå

σ =
a
√

λ

bt1/α
.

Ïîýòîìó

L(Φ(
bt1/αx

a
√

λ
), E0(x)) ≤ [(2k − 1)!!]1/(2k+1)(

a

bt1/α
)
2k/(2k+1)

λk/(2k+1),

îòêóäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Èåíñåíà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî EΛ(t) = t, ìû
ïîëó÷èì

I22 ≤ [(2k − 1)!!]1/(2k+1)(1 + CH)(
a

bt1/α
)
2k/(2k+1)

0∫

δt

λk/(2k+1)dP(Λ(t) < λ) ≤

≤ [(2k − 1)!!]1/(2k+1)(1 + CH)(
a

bt1/α
)
2k/(2k+1)

E(Λ(t))k/(2k+1) ≤

≤ [(2k − 1)!!]1/(2k+1)(1 + CH)(
a

b
)
2k/(2k+1) 1

tk(2−α)/(2k+1) . (3.4.8)

Òåïåðü, êîìáèíèðóÿ îöåíêè (3.4.2), (3.4.3), (3.4.4) è (3.4.8) ñ Ëåììîé
3.4.2, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü EΛ(t) = t, α ∈ (1, 2) è ñîîòíîøåíèå (2.4.1)
âûïîëíåíî ïðè α < r ≤ 1 + α. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k, ëþáûõ
t > 0, δ ∈ (0, 1) è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρH


P


S(t)− at

b(t)t1/α
< x


 , (Gα ∗ F̂ )(x)


 ≤ K1(α, r, ε)

max {νr, ν
1/(r+1)
r }

t(r−α)/α
+

+K2(α, ε, δ)
1√
t

+ K3(k, b, a)
1

tk(2−α)/(2k+1)+

+K4(α, ε, δ)E

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣ + ρH(F
(Λ)
t , F̂ ),

ãäå

K1(α, r, ε) =
C0(α, r)

(1− ε)α
, K2(α, ε, δ) = max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 +

C0√
δ
,

K3(k, b, a) = [(2k − 1)!!]1/(2k+1)(1 + CH)(
a

b
)
2k/(2k+1)

,
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K4(α, ε, δ) = max





1

ε
,

C(α)

1− ε



 +

1

1− δ
,

C0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà Áåððè-Ýññååíà,
C0 < 0.7655, C0(α, r) � êîíñòàíòà èç Òåîðåìû 2.4.1, à C(α) îïðåäåëåíà
â Ëåììå 3.4.1.

Çàìå÷àíèå 3.4.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.1.1 âûòåêàåò, ÷òî
ïðè b(t) ≡ b > 0 êàæäîå èç óñëîâèé (3.3.1) è (3.3.3) âëå÷åò

Λ(t)

t
=⇒ 1 (t →∞).

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðàâäûâàåò ïðèñóòñòâèå ñëàãàåìîãî âèäà
E|Λ(t)/t− 1| â îöåíêå, óñòàíàâëèâàåìîé Òåîðåìîé 3.4.2.
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4

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà ïðè
âîçìîæíîñòè áîëüøèõ âûïëàò

4.1 Îáîáùåííûå ïðîöåññû ðèñêà.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ïðîöåññà ðèñêà. Êëàññè÷åñêèì ïðî-
öåññîì ðèñêà ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîöåññ âèäà

R
(λ)
0 (t) = ct−

Nλ(t)∑

j=1
Xj (t ≥ 0), (4.1.1)

ãäå c > 0 � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ âçíîñîâ (ïðåìèé),
{Xj}j≥1 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñ EXj = a ∈ (0,∞), èìåþùèå ñìûñë ðàçìåðîâ ñòðàõîâûõ âûïëàò, Nλ(t) �
îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ íåêîòîðîé èíòåíñèâíîñòüþ λ > 0,
íåçàâèñèìûé îò {Xj}j≥1 è èìåþùèé ñìûñë êîëè÷åñòâà ñòðàõîâûõ ñëó÷à-
åâ äî ìîìåíòà âðåìåíè t. Ïðîöåññ R

(λ)
0 (t) èìååò ñìûñë (îñòàòî÷íîãî) êà-

ïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t. Ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîãî
ïðîöåññà ðèñêà ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû, íàïðèìåð, â (Áåíèíã è Êîðîëåâ,
2000b), ãäå ìîæíî íàéòè äàëüíåéøèå ññûëêè.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìîäåëü êëàññè÷åñêîãî ïðîöåññà ðèñêà íå ó÷èòûâàåò
ôëóêòóàöèþ èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûé ïðåìèé è ôëóêòó-
àöèþ èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà âûïëàò, òàê êàê ýòè ôëóêòóàöèè ïîñòîÿí-
íû. Ïîäõîäÿùåé ìîäåëüþ äëÿ ó÷åòà ôëóêòóàöèé ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå
ïðîöåññû ðèñêà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïðîöåññà
ðèñêà (4.1.1).
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Ïóñòü N1(t), t ≥ 0, � ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ (îäíîðîä-
íûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòüþ), à Λ(t), t ≥ 0,
� íåçàâèñèìûé îò N1(t) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåóáûâàþùèìè, ïî÷òè íà-
âåðíîå êîíå÷íûìè íåïðåðûâíûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè, âûõîäÿùèìè èç
íóëÿ. Ïóñòü

N(t) = N1(Λ(t)) (t ≥ 0),

� äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, èíà÷å íàçûâàåìûé ïðî-
öåññîì Êîêñà, óïðàâëÿåìûé ïðîöåññîì Λ(t). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîöåññû Λ(t) è N(t) íåçàâèñèìû îò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {Xj}j≥1. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðèñêà âèäà

R(t) = cΛ(t)−
N1(Λ(t))∑

j=1
Xj (t ≥ 0), (4.1.2)

ãäå ïðè êàæäîì t > 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Λ(t) è N(t) íåçàâèñèìû îò
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ (íåîòðèöàòåëüíûõ) ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X1, X2, . . . Ìîäåëü (4.1.2) ó÷èòûâàåò íåïîñòîÿíñòâî èíòåíñèâíî-
ñòè ïðîöåññà çàêëþ÷åíèÿ ñòðàõîâûõ äîãîâîðîâ, ïîñêîëüêó ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî â ìîäåëè (4.1.2) ñðåäíåå ÷èñëî âûïëàò N(t) ïðîïîðöèîíàëüíî
êîëè÷åñòâó ñòðàõîâûõ äîãîâîðîâ â ïîðòôåëå ñòðàõîâîé êîìïàíèè, êîòî-
ðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîïîðöèîíàëüíî Λ(t).

Ïðîöåññ R(t) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ïðîöåññîì ðèñêà, ïîðîæäåííûì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {Xj}j≥1 è óïðàâëÿåìûì ïðîöåññîì Λ(t).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà (4.1.2) ïðè
t → ∞ â ñëó÷àå, êîãäà ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ X1, X2, . . . èìåþò êîíå÷-
íûå äèñïåðñèè, ðàññìîòðåíî â (Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000b), (Bening and
Korolev, 2002). Â ÷àñòíîñòè, â óïîìÿíóòûõ êíèãàõ ïðèâåäåí ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EX1 = a 6= 0, 0 < DX1 = σ2 <

∞ è Λ(t)
P−→ ∞ ïðè t → ∞. Ïóñòü D(t) > 0 � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

D(t) → ∞ ïðè t → ∞. Òîãäà îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íàäëåæàùèì
îáðàçîì öåíòðèðîâàííîãî è íîðìèðîâàííîãî îáîáùåííîãî ïðîöåññà ðèñêà
R(t) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè t → ∞ ê ðàñïðåäåëåíèþ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Z, òî åñòü

−R(t)− C(t)

D(t)
=⇒ Z (t →∞)
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ïðè íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè C(t), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà

lim sup
t→∞

|C(t)|
D2(t)

≡ k2 < ∞
è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V , ÷òî

Z d= k ·
√√√√√a2 + σ2

|a− c| ·W + V,

ãäå W � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì, íåçàâèñèìàÿ îò V , è

L1

((a− c)Λ(t)− C(t)

D(t)
, V (t)

)
→ 0 (t →∞),

ãäå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V (t) îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

E exp{isV (t)} = exp
{
−s2(a2 + σ2)

2|a− c|
[
k2 − |C(t)|

D2(t)

]}
E exp{isV } (s ∈ IR),

L1( · , · ) � ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìåòðèçóþùàÿ
ñëàáóþ ñõîäèìîñòü.

Öåëü äàííîé ãëàâû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãà Òåîðåìû 4.1.1
äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ñòðàõîâûõ âûïëàò, çàìåíèâ
òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ äèñïåðñèé áîëåå îáùèì óñëîâèåì.

Ïóñòü, êàê è â Ãëàâå 3, îáùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X1, X2, . . . ïðèòÿãèâàåòñÿ ê G(x) è ïóñòü ñóùåñòâóþò α ∈ (1, 2],
a ∈ IR, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ b(t), t > 0, íåâûðîæäåííàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà Yα, èìåþùàÿ óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå ñ êîýôôèöèåí-
òîì óñòîé÷èâîñòè α, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü (2.1.1).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ
ïðîöåññîâ Êîêñà íå ïðè ïðîèçâîëüíîì öåíòðèðîâàíèè è íîðìèðîâàíèè,
à ïðè öåíòðèðîâàíèè è íîðìèðîâàíèè íåñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè ñïå-
öèàëüíîãî âèäà. À èìåííî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (2.1.1) ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Z(t) =
R(t)− (c− a)t

b(t)t1/α
(t →∞). (4.1.3)
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì ñïåöèàëüíîì âèäå öåíòðèðóþùèõ è íîðìè-
ðóþùèõ ôóíêöèé óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðèîáðåòàþò äîâîëüíî ïðîñòóþ
ôîðìó.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êðè-
òåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñóïåðïîçèöèé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, ïðèâåäåííûé â Ãëàâå 3 è äîêàçàííûé â (Korolev, 1996) (ñì. òàêæå
(Gnedenko and Korolev, 1996), (Áåíèíã è Êîðîëåâ,2000b), (Bening and
Korolev, 2002)).

4.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîì
ïîâåäåíèè îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà
ïðè âîçìîæíîñòè áîëüøèõ âûïëàò.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(t)
P−→ ∞ ïðè t →∞, à ñòðàõî-

âûå òðåáîâàíèÿ X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.1.1). Ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû Z(t), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì (4.1.3), ñõîäÿòñÿ ïî ðàñ-
ïðåäåëåíèþ ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Z,

Z(t) =⇒ Z (t →∞), (4.2.1)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V òàêàÿ,
÷òî

Z
d= −Yα + V, (4.2.2)

ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yα è V â ïðàâîé ÷àñòè (4.2.2) íåçàâèñèìû,
è

(c− a)(Λ(t)− t)

b(t)t1/α
=⇒ V (t →∞). (4.2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëü-
ñòâî Òåîðåìû 3.1.1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè òàê æå, êàê è â
Òåîðåìå 3.1.1, ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñóïåðïîçèöèè
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâëåííûé Ëåììîé 3.2.1, ïî-
ñêîëüêó

R(t) = R
(1)
0 (Λ(t)),

ïîëàãàÿ
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X(t) = R
(1)
0 (t), A(t) = C(t) = (c− a)t,

B(t) = D(t) = b(t)t1/α, M(t) = Λ(t).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå

X(t)− A(t)

B(t)
≡ R

(1)
0 (t)− (c− a)t

b(t)t1/α
=⇒ −Yα (t →∞), (4.2.4)

èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ ñõîäèìîñòü (3.3.12).
Äàëåå, ïîñêîëüêó óñòàíàâëèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü (3.3.24) è âûïîëíåíî ñî-

îòíîøåíèå (4.2.4), òî òðîéêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (Y (t), U(t), V (t)), ôè-
ãóðèðóþùèå â Ëåììå 3.2.1, èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä, à èìåííî

Y (t) = −Yα, U(t) = 1.

Ïðè ýòîì óñëîâèå 1 Ëåììû 3.2.1 ïðèìåò âèä

Z
d= −Yα + V (t). (4.2.5)

Ïåðåïèñàâ óñëîâèå (4.2.5) â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

E exp{isZ} ≡ fYα
(−s) · E exp{isV (t)}, (4.2.6)

çàìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ fYα
(s) áåçãðàíè÷-

íî äåëèìà è, ñòàëî áûòü, íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü (ñì., íàïðèìåð,
(Ãíåäåíêî è Êîëìîãîðîâ, 1949)). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (4.2.6) îòíîñèòåëü-
íî E exp{isV (t)} èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â êëàññå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 3 Ëåììû 3.2.1 â ðàññìàòðèâà-
åìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä (4.2.1). Òåì ñàìûì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé
Òåîðåìû 4.2.1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
äîñòàòî÷íîñòè â Òåîðåìå 3.3.1.

Èç Òåîðåìû 4.2.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïðàêòè÷åñêèé âûâîä. Ïðè áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ t èìååò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà ïî
ðàñïðåäåëåíèþ:

R(t) ≈ −b(t)t1/αYα + (c− a)Λ(t) ≈ b(t)t1/α(V − Yα) + (c− a)t,
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ïðè÷åì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè íåçàâèñèìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
îáîçíà÷èòü Ft(x) = P(Λ(t) < x), Q(x) = P(V < x), òî ïðè êàæäîì x ∈ IR

P(R(t) < x) ≈ [1−Gα(− x

b(t)t1/α
)] ∗ Ft(

x

c− a
) ≈

≈ [1−Gα(− x− (c− a)t

b(t)t1/α
)] ∗Q(

x− (c− a)t

b(t)t1/α
).

Çàìå÷àíèå 4.2.1. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî Òåîðåìà 4.2.1, à òàêæå Òåî-
ðåìà 3.3.1 âåðíû íå òîëüêî äëÿ ñèòóàöèè, â êîòîðîé N(t) � ïðîöåññ Êîêñà.
Îíà îñòàåòñÿ âåðíîé äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé ñòðàõîâûå òðåáîâà-
íèÿ ïîñòóïàþò â ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷å÷íûì ïðîöåññîì N(t) = K(Λ(t)),
ãäå K(t) � ïðîèçâîëüíûé ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ, íåçàâèñèìûé îò Λ(t), è
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

K(t)

t
=⇒ 1 (t →∞)

è
K(t)− t

b(t)t1/α
=⇒ 0 (t →∞).

4.3 Îáîáùåííûå ïðîöåññû ðèñêà ñ ïàêåòíûì
ïîñòóïëåíèåì ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû 4.2.1 ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, â
êîòîðîé óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ Λ(t) èìååò âèä

Λ(t) =
N ′

1(t)∑

j=1
Λj (t ≥ 0),

ãäå Λ1, Λ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, à N ′

1(t) � ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, íåçàâèñèìûé îò ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Λ1, Λ2, . . . Òàêîé âûáîð ïðîöåññà Λ(t) îçíà÷àåò, ÷òî ñòðà-
õîâûå ïðåìèè óâåëè÷èâàþòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî â ìîìåíòû t1, t2, . . . ñêà÷êîâ
ïðîöåññà N ′

1(t), ïðè÷åì â ìîìåíò ti ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Λi

è ïðèðîñò ïðåìèé ñîñòàâëÿåò Λi. Îäíîâðåìåííî âîçíèêàåò ïàêåò, ñîñòî-
ÿùèé èç ñëó÷àéíîãî ÷èñëà Mi ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé

XM1+...+Mi−1+1, . . . , XM1+...+Mi
.
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Ïðè ýòîì óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Mi ïðè ôèêñèðî-
âàííîì çíà÷åíèè Λi ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ ïàðàìåòðîì Λi:

P(Mi = n|Λi) = P(N1(Λi) = n|Λi) =
e−ΛiΛn

i

n!
(n = 0, 1, 2, . . .),

â òî âðåìÿ êàê åå áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííûì ïóàñ-
ñîíîâñêèì:

P(Mi = n) = P(N1(Λi) = n) =

=
∞∫

0

exp{−λ}λ
n

n!
dP(Λi < λ) =

∞∫

0

exp{−λ}λ
n

n!
dP(Λ1 < λ) (n = 0, 1, 2, . . .)

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Λ1, Λ2, . . . è íåçàâèñèìîñòè
ïðèðàùåíèé ïðîöåññà N1(t) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû M1,M2, . . . íåçàâèñè-
ìû.

Â îòíîøåíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Λ1, Λ2, . . . ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî EΛ1 = 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå (2.1.1):

∑n
j=1 Λj − n

b(n)n1/α
=⇒ Ỹα (n →∞),

ãäå Ỹα � óñòîé÷èâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

fỸα
(s) = exp {iγ̃s− d̃|s|α(1 +

iβ̃s

|s| tan
πα

2
)} (s ∈ IR).

Òîãäà òî÷íî òàê æå, êàê áûëî äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå (4.2.12), ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

Λ(t)− t

b(t)t1/α
=⇒ Ỹα (t →∞).

Ïðè ýòîì, ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 4.2.1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

R(t)− (c− a)t

b(t)t1/α
=⇒ Y ∗

α (t →∞),

ãäå Y ∗
α � óñòîé÷èâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

fY ∗
α
(s) = exp {iγ∗s− d∗|s|α(1 +

iβ∗s
|s| tan

πα

2
)} (s ∈ IR),
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à ïàðàìåòðû γ∗, d∗ è β∗ èìåþò âèä

γ∗ = (c− a)γ̃ − γ, d∗ = |c− a|αd̃ + d, β∗ =
d̃|c− a|α−1β̃(c− a)− dβ

d + d̃|c− a|α .

Áîëåå òîãî, Òåîðåìà 4.2.1 ïîçâîëÿåò íàì îïèñàòü âçàèìîñâÿçü õàðàê-
òåðèñòèê "òÿæåñòè" õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1 è Λ1

â îïèñàííîé âûøå ìîäåëè (ñì. ñîîòíîøåíèå (2.1.1)) ñ âûáîðîì êîíñòàíò,
íîðìèðóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèé îáîáùåííûé ïðîöåññ ðèñêà. À èìåííî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n → ∞ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ

∑n
j=1 Xj − na

b(n)n1/αX
=⇒ YαX

(n →∞),

à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Λ1, Λ2, . . . � óñëîâèþ
∑n

j=1 Λj − n

b(n)n1/αΛ
=⇒ ỸαΛ

(n →∞)

ñ íåêîòîðûìè αX ∈ (1, 2] è αΛ ∈ (1, 2]. Ìû ïî-ïðåæíåìó èíòåðåñóåì-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Z(t), îïðåäåëÿåìûõ
ñîîòíîøåíèåì (4.1.3) ñ íåêîòîðûì α ∈ (1, 2]. Òåîðåìà 4.2.1 ïîçâîëÿåò
ïîëíîñòüþ îïèñàòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Z(t) â çà-
âèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó α, αX è αΛ.

À èìåííî, åñëè 1 < αX < αΛ ≤ 2, òî

Z(t) =⇒ Z d=





0, åñëè 1 < α < αX ,
−YαX

, åñëè α = αX ,

Z(t) íå èìååò ñîáñòâåííîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè αX < α ≤ 2.
Åñëè 1 < αX = αΛ ≤ 2, òî

Z(t) =⇒ Z d=





0, åñëè 1 < α < αX ,
(c− a)ỸαΛ

− YαX
, åñëè α = αX ,

ãäå ỸαΛ
è YαX

íåçàâèñèìû, ïðè÷åì îñòàëüíûå ïàðàìåòðû óñòîé÷èâûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ỸαΛ

è YαX
(γ, d è β) ìîãóò è íå ñîâïàäàòü, è Z(t) íå èìååò

ñîáñòâåííîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè αX < α ≤ 2.
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Íàêîíåö, åñëè 1 < αΛ < αX ≤ 2, òî

Z(t) =⇒ Z d=





0, åñëè 1 < α < αΛ,
(c− a)YαΛ

, åñëè α = αΛ,

Z(t) íå èìååò ñîáñòâåííîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè αΛ < α ≤ 2.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåâûðîæäåííîå ïðåäåëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, íîðìèðîâêà äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü áîëåå "òÿæåëîìó"
õâîñòó, êîòîðûé è îïðåäåëÿåò âèä ïðåäåëüíîãî çàêîíà äëÿ îáîáùåííî-
ãî ïðîöåññà ðèñêà ñ ïàêåòíûì ïîñòóïëåíèåì ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé.

4.4 Îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé
îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà ñ áîëüøèìè
âûïëàòàìè ñäâèãîâûìè ñìåñÿìè óñòîé÷èâûõ
çàêîíîâ.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèé îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ðèñêà

R(t) = cΛ(t)−
N(t)∑

j=1
Xj

ñ áîëüøèìè âûïëàòàìè ñäâèãîâûìè ñìåñÿìè óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ìû ïðèâåäåì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â Òåîðåìå 4.2.1
ïðè b(t) ≡ b > 0.

Âñþäó äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî α ∈ (1, 2] è EΛ(t) = t (ñëó÷àé
α = 2 ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â (Áåíèíã è Êîðîëåâ, 2000b)).

Êàê è ðàíåå, ìû îáîçíà÷èì

Ft(x) = P


(c− a)(Λ(t)− t)

bt1/α
< x




è äëÿ ε ∈ (0, 1)

Nε = Nε(t) = {λ : |λ1/α−t1/α| ≤ εt1/α} = {λ : t(1−ε)1/α ≤ λ ≤ t(1+ε)1/α}.

80



Òàê êàê
P

(cΛ(t)− ∑N(t)
j=1 Xj − (c− a)t

bt1/α
< x

)
=

=
∞∫

0

P
(aλ− ∑Nλ

j=1 Xj

bλ1/α
< x(

t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α

)
dP(Λ(t) < λ),

òî ïðè êàæäîì x ∈ IR

∣∣∣∣P
(cΛ(t)− ∑N(t)

j=1 Xj − (c− a)t

bt1/α
< x

)
− (1−Gα(−x)) ∗ Ft(x)

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣

∫

λ∈Nε

[
P

(aλ− ∑Nλ
j=1 Xj

bλ1/α
< x(

t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α

)
−

−
(
1−Gα(− x− (c− a)(λ− t)

bt1/α
)
)]

dP(Λ(t) < λ)
∣∣∣∣+

+
∣∣∣∣

∫

λ/∈Nε

[
P

(aλ− ∑Nλ
j=1 Xj

bλ1/α
< x(

t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α

)
−

−
(
1−Gα(− x− (c− a)(λ− t)

bt1/α
)
)]

dP(Λ(t) < λ)
∣∣∣∣ ≡

≡ I1 + I2.

Ïðè ýòîì â ñèëó òîãî, ÷òî |1−x1/α| ≤ |1−x| ïðè ëþáîì x > 0 è α ∈ (1, 2]
â ñèëó îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà ìû èìååì

I2 ≤ P(Λ(t) /∈ Nε(t)) = P




∣∣∣∣∣∣∣


Λ(t)

t




1/α

− 1

∣∣∣∣∣∣∣
> ε


 ≤

≤ P




∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣ > ε


 ≤ 1

ε
E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣



 . (4.4.1)

Â òî æå âðåìÿ

I1 ≤
∣∣∣∣

∫

λ∈Nε

[
P

(aλ− ∑Nλ
j=1 Xj

bλ1/α
< x(

t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α

)
−

−
(
1−Gα(− x(

t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)
)]

dP(Λ(t) < λ)
∣∣∣∣+
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+
∣∣∣∣

∫

λ∈Nε

[
Gα(− x(

t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)−

−Gα(− x− (c− a)(λ− t)

bt1/α
)
]
dP(Λ(t) < λ)

∣∣∣∣ ≡
≡ I11 + I12.

Â ñèëó Òåîðåìû 2.4.2 ïðè α < r ≤ 1 + α äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1) ìû èìååì

I11 ≤ sup
λ∈Nε(t)


C0(α, r) max {νr, ν1/(r+1)

r }
(1− δ)αλ(r−α)/α

+

+
C2(α)a2

b2λ(2−α)/α
+

1√
λ

max





1

δ
,

C1(α)

1− δ






 =

=
C0(α, r) max {νr, ν1/(r+1)

r }
(1− δ)α(1− ε)r−αt(r−α)/α

+

+
C2(α)a2

b2(1− ε)2−αt(2−α)/α
+

1√
(1− ε)αt

max





1

δ
,

C1(α)

1− δ



 . (4.4.2)

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì I12. Ïóñòü pα(x) = G′
α(x) � ïëîòíîñòü óñòîé÷èâîãî

çàêîíà Gα(x). Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Nε, êàæäîãî t ≥ 0 è ëþáîãî x ∈ IR ïðè
íåêîòîðîì δλ ∈ [0, 1] ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà ìû èìååì

|Gα(x(
t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)−Gα(x− (c− a)(λ− t)

bt1/α
)| =

= |Gα(x(
t

λ
)
1/α− (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)−Gα((x(

t

λ
)
1/α− (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)·(λ

t
)
1/α

)| =

= |(x(
t

λ
)
1/α− (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)(1−(

λ

t
)
1/α

)·pα((x(
t

λ
)
1/α− (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)·δλ+

+(x(
t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α
) · (λ

t
)
1/α · (1− δλ))| =

= |(x(
t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)(1− (

λ

t
)
1/α

)×

×pα((x(
t

λ
)
1/α − (c− a)(λ− t)

bλ1/α
)[(1− (

λ

t
)
1/α

)δλ + (
λ

t
)
1/α

])| ≤
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≤ |1− (
λ

t
)
1/α|[(1− (

λ

t
)
1/α

)δλ + (
λ

t
)
1/α

]
−1 · sup

x
|x|pα(x) ≤

≤
C(α)|1− (

λ

t
)
1/α|

min
n∈Nε

min
δ∈[0,1]

[(1− (
λ

t
)
1/α

)δ + (
λ

t
)
1/α

]
=

C(α)

1− ε
|1− (

λ

t
)
1/α| ≤ C(α)

1− ε
|1− λ

t
|.

Ïîýòîìó
I12 ≤ C(α)

1− ε
· E

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣ 1(Λ(t) ∈ Nε(t)) ≤

≤ C(α)

1− ε
· E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣



 . (4.4.3)

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (4.4.1), (4.4.2) è (4.4.3), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è ñîîòíîøåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî
ïðè α < r ≤ 1 + α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t > 0, ε ∈ (0, 1) è δ ∈ (0, 1)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
x

∣∣∣∣∣∣P

R(t)− (c− a)t

bt1/α
< x


− (1−Gα(−x)) ∗ Ft(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

1

ε
+

C(α)

1− ε


 · E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣



 +

C0(α, r) max {νr, ν1/(r+1)
r }

(1− δ)α(1− ε)r−αt(r−α)/α
+

+
C2(α)a2

b2(1− ε)2−αt(2−α)/α
+

1√
(1− ε)αt

max





1

δ
,

C(α)

1− δ



 ,

ãäå C(α), C2(α), C0(α, r) îïðåäåëåíû â Ãëàâå 2.

Îáîçíà÷èì F̂ (x) = P(V < x). Ïóñòü ρ � ðàâíîìåðíàÿ, à ρH � ñãëà-
æåííàÿ ðàâíîìåðíàÿ ìåòðèêè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ F1, F2, F3

ρH(F1, F2) ≤ ρ(F1, F2)

è
ρH(F1 ∗ F3, F2 ∗ F3) ≤ ρH(F1, F2).
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Ïîýòîìó

ρH(P(
R(t)− (c− a)t

bt1/α
< x), (1−Gα(−x)) ∗ F̂ (x)) ≤

≤ ρH(P(
R(t)− (c− a)t

bt1/α
< x), (1−Gα(−x)) ∗ Ft(x))+

+ρH((1−Gα(−x)) ∗ Ft(x), (1−Gα(−x)) ∗ F̂ (x)) ≤
≤ ρ(P(

R(t)− (c− a)t

bt1/α
< x), (1−Gα(−x)) ∗ Ft(x)) + ρH(Ft, F̂ ).

Òàêèì îáðàçîì, èç Òåîðåìû 4.4.1 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè â Òåîðåìå 4.2.1.

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è ñîîòíîøåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî
ïðè α < r ≤ 1 + α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t > 0, ε ∈ (0, 1) è δ ∈ (0, 1)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρH


P


R(t)− (c− a)t

bt1/α
< x


 , (1−Gα(−x)) ∗ F̂ (x)


 ≤

≤ ρH(Ft, F̂ ) +


1

ε
+

C(α)

1− ε


 · E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣



 +

+
C0(α, r) max {νr, ν1/(r+1)

r }
(1− δ)α(1− ε)r−αt(r−α)/α

+

+
C2(α)a2

b2(1− ε)2−αt(2−α)/α
+

1√
(1− ε)αt

max





1

δ
,

C(α)

1− δ



 ,

ãäå C(α), C2(α) è C0(α, r) îïðåäåëåíû â Ãëàâå 2.

Çàìå÷àíèå 4.4.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 4.4.1 âûòåêàåò, ÷òî
ïðè b(t) ≡ b > 0 êàæäîå èç óñëîâèé (4.2.1) è (4.2.3) âëå÷åò

Λ(t)

t
=⇒ 1 (t →∞). (4.4.4)

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðàâäûâàåò ïðèñóòñòâèå ñëàãàåìîãî âèäà
E min{ε, |Λ(t)/t− 1|} â îöåíêå, óñòàíàâëèâàåìîé Òåîðåìîé 4.4.2, òàê êàê
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå (4.4.4) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣



 =⇒ 0 (t →∞).
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Áîëåå òîãî, òàê êàê

E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣



 ≤ t1/α−1E

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)− t

t1/α

∣∣∣∣∣∣ ,

òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí (Λ(t)− t)/t1/α ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣



 = O(t1/α−1) (t →∞).

Çàìå÷àíèå 4.4.2. Â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 4.4.2 ñãëàæåííîå ðàâíî-
ìåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè Ft è F̂ ìîæíî çàìåíèòü íà
ìåòðèêó Ëåâè:

ρH(Ft, F̂ ) ≤ (1 + CH)L(Ft, F̂ ).

Åñëè α = 2 è r = 3, òî â êà÷åñòâå b ìû âîçüìåì b =
√

a2 + σ2, ãäå
σ2 = DX1 (î÷åâèäíî, b2 = EX2

1 ). Îáîçíà÷èì µ3 = E|X1|3. Ïðè ýòîì âìå-
ñòî Òåîðåìû 2.4.2 äëÿ îöåíèâàíèÿ I11 ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðà-
âåíñòâîì Áåððè�Ýññååíà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì (Òåîðåìà
1.1.4):

sup
x

∣∣∣∣P
(aλ− ∑Nλ

j=1 Xj

b
√

λ
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ C0√
λ
· µ3

b3/2 ,

ãäå C0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ â íåðàâåíñòâå Áåððè-Ýññååíà, C0 ≤
0.7655. Äàëåå, ïîëó÷èì

I11 ≤ sup
λ∈Nε(t)

C0√
λ
· µ3

b3/2 =
C0

(1− ε)
√

t
· µ3

b3/2 . (4.4.2′)

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (4.4.1), (4.4.2′) è (4.4.3), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 4.4.3. Äëÿ ëþáûõ t > 0 è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρH


P


R(t)− (c− a)t

b
√

t
< x


 , (Φ ∗ F̂ )(x)


 ≤ ρH(Ft, F̂ )+

+
C0

(1− ε)
√

t
· µ3

b3/2 +


1

ε
+

1

(1− ε)
√

2πe


 · E min



ε,

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)

t
− 1

∣∣∣∣∣∣



 .
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Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, âîçìîæíî, áîëåå óäîáíóþ îöåíêó,
íåæåëè òà, êîòîðàÿ äëÿ ñëó÷àÿ α = 2 è r = 3 ïðèâåäåíà â (Áåíèíã è
Êîðîëåâ, 2000b). Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, â Òåîðåìå 4.4.3 ρH(Ft, F̂ ) ìîæíî
çàìåíèòü íà (1 + CH)L(Ft, F̂ ) (ñì. Çàìå÷àíèå 4.4.2).

Ó÷èòûâàÿ Çàìå÷àíèå 4.4.1, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ñëåäñòâèå 4.4.1. Ïóñòü ñîîòíîøåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî ïðè r = 3.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ t > 0 è ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρH


P


R(t)− (c− a)t

b
√

t
< x


 , (Φ ∗ F̂ )(x)


 ≤ ρH(Ft, F̂ )+

+
1√
t


 C0

(1− ε)
· µ3

b3/2 +


1

ε
+

1

(1− ε)
√

2πe


 · E

∣∣∣∣∣∣
Λ(t)− t√

t

∣∣∣∣∣∣


 .
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5

Îá îïòèìàëüíîì ïëàíèðîâàíèè
ðåçåðâà
è íà÷àëüíîì êàïèòàëå ñòðàõîâîé
êîìïàíèè

5.1 Îá îïòèìàëüíîì ïëàíèðîâàíèè ðåçåðâà.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü â ìîìåíò t = 0 íà ñêëàäå èìååòñÿ
u åäèíèö íåêîòîðîãî ïðîäóêòà. Â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè [0, T ] ïîñòó-
ïàþò çàÿâêè î ïîñòàâêå ýòîãî ïðîäóêòà íà ñêëàä èëè îòãðóçêè ñî ñêëàäà.
Ïóñòü Xi � êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà, êîòîðîå äîëæíî áûòü ïîñòàâëå-
íî (èçúÿòî ñî ñêëàäà) â ñîîòâåòñòâèè ñ i-é çàÿâêîé. Åñëè N(t) � êîëè÷å-
ñòâî çàÿâîê, ïîñòóïèâøèõ â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè [0, t] (0 ≤ t ≤ T ),
òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå äîëæíî áûòü ïîñòàâëåíî çà
âðåìÿ [0, t], î÷åâèäíî, èìååò âèä

S(t) =
N(t)∑

i=1
Xi.

Ïðè ýòîì âëàäåëüöû ñêëàäà íåñóò èçäåðæêè äâóõ âèäîâ. Âî-ïåðâûõ, ýòî
èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ õðàíåíèåì ïðîäóêòà. Ïóñòü c1(t) � èçäåðæêè íà
õðàíåíèå åäèíèöû ïðîäóêòà â ìîìåíò t. Âî-âòîðûõ, ýòî èçäåðæêè, ñâÿ-
çàííûå ñ íåâîçìîæíîñòüþ âûïîëíåíèÿ çàÿâêè èç-çà íåõâàòêè ïðîäóêòà
íà ñêëàäå. Ïóñòü c2(t) � èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ íåõâàòêîé åäèíèöû ïðî-
äóêòà â ìîìåíò t. Òîãäà ñðåäíèå èçäåðæêè çà ïåðèîä [0, T ], êàê ëåãêî
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âèäåòü, ðàâíû

D(u) =
T∫

0

c1(t)E(u− S(t))+dt +
T∫

0

c2(t)E(S(t)− u)+dt. (5.1.1)

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ñðåäíèõ èçäåð-
æåê â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû u, òî åñòü íàéäåì òàêîå u0, ÷òî

D(u0) = min
u≥0

D(u).

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ (Êîôìàí, 1966), (Ðîòàðü,
1972a), (Ðîòàðü, 1976), (Ïåòðàêîâ è Ðîòàðü, 1985), (Ðîòàðü, 1972b). Íàøà
öåëü � óòî÷íèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ. Áîëåå
òîãî, ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ìîæíî ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ, îáû÷íûõ äëÿ àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè, è ðå-
øèòü çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ñòðàõîâîé
êîìïàíèè, îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå êðèòåðèÿ (5.1.1). Ýòî ïðèâåäåò íàñ ê
äîâîëüíî íåîæèäàííîìó âûâîäó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.
Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû S(t), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ft(x), x ∈ IR è ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü
D(u) â âèäå

D(u) = u
T∫

0

c1(t)P(S(t) < u)dt−
T∫

0

c1(t)ES(t)1(u > S(t))dt+

+
T∫

0

c2(t)ES(t)1(S(t) > u)dt− u
T∫

0

c2(t)P(S(t) > u)dt =

= u
T∫

0

c1(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt−

T∫

0

c1(t)




u∫

−∞
xft(x)dx


 dt +

T∫

0

c2(t)ES(t)dt−

−
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
xft(x)dx


 dt− u

T∫

0

c2(t)dt + u
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt.

Äèôôåðåíöèðóÿ D(u) ïî u, ïîëó÷àåì

dD(u)

du
=

T∫

0

c1(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt + u

T∫

0

c1(t)ft(u)dt− u
T∫

0

c1(t)ft(u)dt−
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−u
T∫

0

c2(t)ft(u)dt−
T∫

0

c2(t)dt +
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt + u

T∫

0

c2(t)ft(u)dt =

=
T∫

0

c1(t)P(S(t) < u)dt−
T∫

0

c2(t)dt +
T∫

0

c2(t)P(S(t) < u)dt,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî u0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
T∫

0

[c1(t) + c2(t)]P(S(t) < u)dt =
T∫

0

c2(t)dt. (5.1.2)

Åñëè c1(t) ≡ const = c1, c2(t) ≡ const = c2, òî ýòî óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò
âèä

1

T

T∫

0

P(S(t) < u)dt = δ, (5.1.3)

ãäå δ = c2/(c1 + c2).

5.2 Îöåíêè äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåçåðâà.
Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1.3) ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêî, à áåç äîïîë-
íèòåëüíîé èñ÷åðïûâàþùåé èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí Xi, i ≥ 1, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ìû, îãðàíè÷èâøèñü
èíôîðìàöèåé î ïåðâûõ òðåõ ìîìåíòàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi, i ≥ 1, áó-
äåì èñêàòü âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äëÿ u0 òàêîãî, ÷òî
D(u0) = min

u≥0
D(u).

Îáîçíà÷èì EXi = m, DXi = σ2, EX2
i = µ2 (= m2 + σ2), EX3

i =
µ3. Ïî ñìûñëó ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé âî ââåäåíèè,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî m > 0.

Êàê è â ðàáîòàõ (Ðîòàðü, 1972a), (Ðîòàðü, 1976), (Ïåòðàêîâ è Ðîòàðü,
1985), (Ðîòàðü, 1972b), ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N(t) � îðäèíàðíûé
îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ. Òàêîå ïðåäïîëîæå-
íèå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î òîì, ÷òî òî÷êè ñêà÷êîâ (â äàííîì ñëó-
÷àå åäèíè÷íûõ ïî âåëè÷èíå), òî åñòü ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå ïðè-
õîäÿò çàÿâêè (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî çàÿâêè âûïîëíÿþòñÿ ìãíîâåííî), ñîâåð-
øåííî õàîòè÷íî ðàñïðåäåëåíû íà âðåìåííîé îñè (ñì., íàïðèìåð,(Áåíèíã
è Êîðîëåâ, 1997)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ES(t) = mλt, DS(t) =
µ2λt.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ îòûñêàíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê äëÿ u0 çàêëþ÷à-
åòñÿ â çàìåíå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â
óðàâíåíèè (5.1.3) èçâåñòíîé êîíñòðóêöèåé ñ ñîõðàíåíèåì ìîíîòîííîñòè
çàâèñèìîñòè ëåâîé ÷àñòè (5.1.3) îò u è ðåøåíèè íîâûõ óðàâíåíèé âìå-
ñòî (5.1.3). Èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, ïðåä-
ëîæåííóþ â Òåîðåìå 1.1.4, ìû ìîæåì îöåíèòü

Φ

(
u−mλt√

µ2λt

)
− L3√

λt
≤ P(S(t) < u) ≤ Φ

(
u−mλt√

µ2λt

)
+

L3√
λt

,

îòêóäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

1

T

T∫

0

Φ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt− 2L3√

λT
≤

≤ 1

T

T∫

0

P(S(t) < u)dt ≤

≤ 1

T

T∫

0

Φ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt +

2L3√
λT

. (5.2.2)

Ïîñêîëüêó ïîä èíòåãðàëàìè çäåñü ñòîÿò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîíî-
òîííî íå óáûâàþùèå ïî u, âñå ÷àñòè öåïî÷êè íåðàâåíñòâ (5.2.2) ìîíîòîí-
íî íå óáûâàþò ïî u. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (5.1.3) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

u1 ≤ u0 ≤ u2,

ãäå u1 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1

T

T∫

0

Φ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt = δ − 2L3√

λT
, (5.2.3)

à u2 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1

T

T∫

0

Φ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt = δ +

2L3√
λT

. (5.2.4)

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò îòûñêàíèå íèæíåé îöåíêè äëÿ u1 è âåðõ-
íåé îöåíêè äëÿ u2.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
u

mλ
= x, m

√√√√ λ

µ2
= A.
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Òàê êàê m > 0, òî è A > 0. Îöåíèì ñâåðõó è ñíèçó

IT (x) =
1

T

T∫

0

Φ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt =

1

T

T∫

0

Φ

(
A

x− t√
t

)
dt.

Âåðíà îäíà ïðîñòàÿ
Ëåììà 5.2.1. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà [a, b] ôóíêöèè f(x), äëÿ êî-

òîðîé
f(a) ≤ α, f(b) ≥ β, f ′(x) ≤ g(x),

ãäå ôóíêöèÿ g(x) îïðåäåëåíà íà ýòîì æå îòðåçêå, âåðíà îöåíêà

β −
b∫

x

g(x)dx ≤ f(x) ≤ α +
x∫

a

g(x)dx.

Ïîíÿòíî, ÷òî

IT (0) =
1

T

T∫

0

Φ(−A
√

t)dt ≤ 1

T

∞∫

0

Φ(−A
√

t)dt =

=
1√
2π

∞∫

0

exp




−A2t

2



 dt =

1

2A2T
,

I ′T (x) =
A

T

T∫

0

1√
t
φ

(
A

x− t√
t

)
dt ≤ A

T

∞∫

0

1√
t
φ

(
A

x− t√
t

)
dt =

=
A

T

exp{A2x}√
2π

∞∫

0

1√
t
exp


−A2x

2

1

t
− A2

2
t


 dt.

Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíèìî-
ãî àðãóìåíòà Kν(z) (ñì., íàïðèìåð, (Ãðàäøòåéí è Ðûæèê, 1962), ñîîòíî-
øåíèÿ 3.487(2) (ñ. 356) è 8.432(3) (ñ. 972)), ìû ïîëó÷àåì

I ′T (x) ≤ A

T

exp{A2x}√
2π

2
√

xK1/2(A
2x) =

=
A

T

exp{A2x}√
2π

2
√

x
1

2

√
2π
√

A2x
∞∫

1

e−A2xzdz =
1

T
.

Äàëåå,

1− IT (T ) =
1∫

0

Φ

(
−A

√
T

z√
1− z

)
dz <

1∫

0

Φ
(
−A

√
Tz

)
dz =
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= Φ(−A
√

T ) +
A
√

T√
2π

1/2∫

0

exp
{−A2Tz

}
dz =

= Φ(−A
√

T ) +
1

A
√

2πT


1− exp



−

A2T

2






 ≤

≤ 1

A
√

T
φ(A

√
T ) +

1

A
√

2πT
− 1

A
√

2πT
exp



−

A2T

2



 =

1

A
√

2πT
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê î÷åíü ïðîñòîé îöåíêå íà èíòåðâàëå [0; T ]

x

T
− 1

A
√

2πT
≤ 1

T

T∫

0

Φ

(
A

x− t√
t

)
dt ≤ x

T
+

1

2A2T
.

Èòàê, èç ýòîé îöåíêè è èç (5.2.3), (5.2.4) âûòåêàåò, ÷òî u1 ≥ mλx1, ãäå
x1 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x

T
= δ − 1

2A2T
− 2L3√

λT
,

u2 ≤ mλx2, ãäå x2 �ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
x

T
= δ +

1

A
√

2πT
+

2L3√
λT

.

Ýòè óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ýëåìåíòàðíî:

x1 = T

(
δ − 1

2A2T
− 2L3√

λT

)
,

x2 = T

(
δ +

1

A
√

2πT
+

2L3√
λT

)
,

îòêóäà

mλT

(
δ − µ2

2m2λT
− 2L3√

λT

)
≤ u0 ≤ mλT

(
δ +

1

m

√
µ2

2πλT
+

2L3√
λT

)
.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.2.1. Ïóñòü m > 0,

ψ2(λT ) ≤ δ ≤ 1− ψ1(λT ).
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Òîãäà
mλT (δ − ψ2(λT )) ≤ u0 ≤ mλT (δ + ψ1(λT )),

ãäå
ψ1(z) =

2L3√
z

+
1

m
√

z

√
µ2

2π
, (5.2.5)

ψ2(z) =
2L3√

z
+

µ2

2m2z
. (5.2.6)

Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, íåæåëè
O

(
1√
λT

)
, ìû çàìåòèì, ÷òî èç Òåîðåìû 5.2.1 âûòåêàåò, ÷òî

ψ1(λT )) + ψ2(λT )) ≈ 1

δ
√

λT

(
4L3 +

1

m

√
µ2

2π

)
.

Ýòî ïî÷òè â 6 ðàç ìåíüøå, ÷åì â àíàëîãè÷íîé îöåíêå èç ðàáîòû (Ðîòàðü,
1976).

5.3 Îöåíêè äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåçåðâà ñ íåïîñòîÿí-
íîé ôóíêöèåé èçäåðæåê.

Äëÿ áîëåå ïîëíîé êàðòèíû ðàññìîòðèì ïðèìåð îöåíêè îïòèìàëüíîãî ðå-
çåðâà ñ íåïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè èçäåðæåê. À èìåííî, ïîëîæèì c1(t) =
c1t

n, c2(t) = c2t
n, ïðè íåêîòîðîì öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì n. Òîãäà óðàâ-

íåíèå (5.1.2) ïðèìåò âèä

n + 1

T n+1

T∫

0

tnP(S(t) < u)dt = δ, (5.3.1)

ãäå δ = c2/(c1 + c2).
Èñïîëüçóÿ òîò æå ïðèåì çàìåíû ñëó÷àéíîé ñóììû ðàâíîìåðíîé îöåí-

êîé Áåððè-Ýññååíà, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìû ïðèõîäèì ê âûðà-
æåíèþ
n + 1

T n+1

T∫

0

tnΦ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt− n + 1

n + 1/2

L3√
λT

≤ n + 1

T n+1

T∫

0

tnP(S(t) < u)dt ≤

≤ n + 1

T n+1

T∫

0

tnΦ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt +

n + 1

n + 1/2

L3√
λT

. (5.3.2)
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Ïîñêîëüêó ïîä èíòåãðàëîì, êàê è ðàíüøå, çäåñü ñòîÿò ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ìîíîòîííî íå óáûâàþùèå ïî u âñå öåïî÷êè íåðàâåíñòâ (5.3.2)
ìîíîòîííî íå óáûâàþò ïî u. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (5.3.1) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

u1 ≤ u0 ≤ u2,

ãäå u1 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

n + 1

T n+1

T∫

0

tnΦ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt = δ − n + 1

n + 1/2

L3√
λT

, (5.3.3)

à u2 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

n + 1

T n+1

T∫

0

tnΦ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt = δ +

n + 1

n + 1/2

L3√
λT

, (5.3.4)

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò îòûñêàíèå íèæíåé îöåíêè äëÿ u1 è âåðõ-
íåé îöåíêè äëÿ u2.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

u

mλ
= x, m

√√√√ λ

µ2
= A.

Òàê êàê m > 0, òî è A > 0. Îöåíèì ñâåðõó è ñíèçó

InT (x) ≡
T∫

0

tnΦ

(
u−mλt√

µ2λt

)
dt =

T∫

0

tnΦ

(
A

x− t√
t

)
dt.

Îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 5.2.1. Ïîñêîëüêó

InT (x) ≤
∞∫

0

tnΦ

(
A

x− t√
t

)
dt ≡ In(x),

òî äëÿ îöåíîê InT (x) âû÷èñëèì ñíà÷àëà In(0), èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì.

In(0) =
∞∫

0

tnΦ(−A
√

t)dt =
A

2
√

2π(n + 1)

∞∫

0

tn+1/2 exp


−A2

2
t


 dt =

=
2n

√
π(n + 1)

1

A2n+2Γ

(
n +

3

2

)
=

(2n + 1)!

(n + 1)!2n+1

1

A2n+2 .
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Äàëåå, ïðîäèôôåðåíöèðóåì In(x).

I ′n(x) =



∞∫

0

tnφ

(
A

x− t√
t

)
dt



′

=

=
A√
2π

exp(A2x)
∞∫

0

tn−1/2 exp


−A2x

2

1

t
− A2

2
t


 dt.

Ïîëüçóÿñü, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, õîðîøî èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè
öèëëèíäðè÷ñêèõ ôóíöêèé ìíèìîãî àðãóìåíòà Kn(z), ïðîäîëæàåì.

I ′n(x) =
A√
2π

exp(A2x)2xn+1/2Kn+1/2(A
2x),

Kn+1/2(z) =

√
2πzn+1/2

2n+1n!

∞∫

1

(t2 − 1)ne−ztdt.

Îáîçíà÷èì èíòåãðàë

Jk(z) =
∞∫

1

tke−ztdt (k = 0, 1, . . .).

Ïîíÿòíî, ÷òî

J0(z) =
1

z
e−z, Jk(z) =

k

z
Jk−1(z) +

1

z
e−z (k = 1, 2, . . .).

Îòñþäà
Jk(z) = e−z

k∑

i=0

k!

i!zk+1−i
,

Kn+1/2(z) = e−z

√
2πzn+1/2

2n+1n!

n∑

k=0
Ck

n(−1)k
2k∑

i=0

(2k)!

i!z2k+1−i
=

= e−z

√
2π

2zn+1/2

z2n+1

2nn!

2n∑

i=0
z−i−1

2n∑

k=0
Ck

n(−1)k (2k)!

(2k − i)!
=

= e−z

√
2π

2zn+1/2

n∑

k=0

(n + k)!

k!(n− k)!2k
zn−k.

Òîãäà

I ′n(x) =
1

A2n

n∑

k=0

(n + k)!

k!(n− k)!2k
(A2x)n−k =

n∑

k=0

1

A2k

(n + k)!

k!(n− k)!2k
xn−k.
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Äàëåå,

1− n + 1

T n+1 InT (T ) =
n + 1

T n+1

T∫

0

tnΦ

(
−A

T − t√
t

)
dt ≤

≤ n + 1

T

T∫

0

Φ

(
−A

T − t√
t

)
dt ≤ n + 1

A
√

2πT
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà InT íà ïðîìåæóòêå x ∈ [0, T ] âåðíà
îöåíêà

n + 1

T n+1

n∑

k=0

1

A2k

(n + k)!

k!(n− k + 1)!2k
xn−k+1 − n + 1

A
√

2πT
≤

≤ n + 1

T n+1 InT (x) ≤

≤ n + 1

T n+1

n∑

k=0

1

A2k

(n + k)!

k!(n− k + 1)!2k
xn−k+1 +

(2n + 1)!

n!2n+1

1

(A2T )n+1 . (5.3.5)

Îáîçíà÷èì
Wn(x) =

n∑

k=0

1

A2k

(n + k)!

k!(n− k + 1)!2k
xn−k+1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Wn(x) � âîçðàñòàþùàÿ ïðè ïîëîæèòåëüíîì x.
Òîãäà óðàâíåíèå

Wn(x) = C

ïðè ïîëîæèòåëüíîì C èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì
÷åðåç wn(C).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.3.3), (5.3.4) âûðàæàþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

u1 = mλT n+1wn


δ − (2n + 1)!

n!2n+1

1

(A2T )n + 1
− n + 1

n + 1/2

L3√
λT


 ,

u2 = mλT n+1wn


δ +

n + 1

A
√

2πT
+

n + 1

n + 1/2

L3√
λT


 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 5.3.1. Ïóñòü m > 0,

ψ2(λT ) ≤ δ ≤ 1− ψ1(λT ).

Òîãäà

mλT n+1wn(δ − ψ2(λT )) ≤ u0 ≤ mλT n+1wn(δ + ψ1(λT )),

ãäå wn(C) � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

n + 1

T n+1

n∑

k=0

(
µ2

2m2λ

)k (n + k)!

k!(n− k + 1)!
xn−k+1 = C. (5.3.6)

ψ1(z) =
n + 1

n + 1/2
· L3√

z
+

n + 1

m
√

z

√
µ2

2π
, (5.3.7)

ψ2(z) =
n + 1

n + 1/2
· L3√

z
+

(2n + 1)!

n!

(
µ2

2m2z

)n+1
. (5.3.8)

Ïðè n = 0 I ′0(t) = 1, ïîýòîìó ìû ïðèõîäèì ê óæå ïîëó÷åííîé îöåíêå
x

T
− 1

A
√

2πT
≤ 1

T
I0T (x) ≤ x

T
+

1

2A2T
.

Ïðè n = 1

I ′1(t) = x +
1

A2 ,

ïîýòîìó äëÿ I1T (x) ìîæíî çàïèñàòü

x2

T 2 +
2x

A2T 2 −
1

A
√

2πT
≤ 2

T 2I1T (x) ≤ x2

T 2 +
2x

A2T 2 +
3

2A4T 2 .

ßñíî, ÷òî

w1(C) =
1

A2

(√
1 + CA4T 2 − 1

)
=

1

λm2

(√
µ2

2 + Cm4λ2T 2 − µ2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 5.3.1. Ïóñòü m > 0,

ψ2(λT ) ≤ δ ≤ 1− ψ1(λT ).

Òîãäà ïðè ôóíêöèÿõ èçäåðæåê

c1(t) = c1t, c2(t) = c2t
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âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà
T 2

m

(√
µ2

2 + (δ − ψ2(λT ))m4λ2T 2 − µ2

)
≤

≤ u0 ≤
≤ T 2

m

(√
µ2

2 + (δ + ψ1(λT ))m4λ2T 2 − µ2

)
,

ãäå
ψ1(z) =

4

3

L3√
z

+
1

m
√

z

√
µ2

2π
, (5.3.9)

ψ2(z) =
4

3

L3√
z

+
3µ2

2

2m4z2 . (5.3.10)

Â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ ôóíêöèé c1(t) è c2(t) ïîíÿòíî, ÷òî èõ ìîæ-
íî ïðèáëèçèòü êîíå÷íûì ñòåïåííûì ðÿäîì è âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì
îöåíêè èíòåãðàëà, ïðåäëîæåííûì â ýòîì ðàçäåëå.

5.4 Îá îïòèìàëüíîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå ñòðàõîâîé
êîìïàíèè.

Â àêòóàðíîé ìàòåìàòèêå â êà÷åñòâå îäíîé èç îñíîâíûõ îïòèìèçàöèîí-
íûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè íà÷àëüíî-
ãî êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòè-
ìàëüíîñòè, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ñòðàõî-
âîé êîìïàíèè. Õîðîøî èçâåñòíû êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òèïà òåîðå-
ìû Êðàì�åðà è íåðàâåíñòâà Ëóíäáåðãà, îïðåäåëÿþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå
óáûâàíèå âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà
(ñì., íàïðèìåð, (Bowers, 1986), (Grandell, 1990)). Îäíàêî, íà íàø âçãëÿä,
ïðàêòè÷åñêàÿ ïîëüçà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ïðè âñåé èõ ìàòåìàòè÷åñêîé êðà-
ñîòå, äàëåêî íå òàê âåëèêà êàê õîòåëîñü áû (îñîáåííî â óñëîâèÿõ ñî-
âðåìåííîãî ðîññèéñêîãî ñòðàõîâîãî ðûíêà). Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ,
êðàñîòà óïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò äîâîëüíî ñèëüíûõ
ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé (íàïðèìåð, î òîì, ÷òî ïîòîê ñòðàõîâûõ òðåáî-
âàíèé äîëæåí áûòü îäíîðîäíûì ïóàññîíîâñêèì, òî åñòü, èìåòü ïîñòîÿí-
íóþ èíòåíñèâíîñòü, î ëèíåéíîì âîçðàñòàíèè âî âðåìåíè äîõîäà ñòðàõî-
âîé êîìïàíèè, îáóñëîâëåííîãî ñòðàõîâûìè âçíîñàìè êëèåíòîâ, è îá èãíî-
ðèðîâàíèè âîçìîæíîñòè èíâåñòèðîâàíèÿ ñâîáîäíîãî êàïèòàëà ñòðàõîâîé
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êîìïàíèè â ïðèáûëüíûå ïðîåêòû). Âî-âòîðûõ, õîòÿ "ðàçîðåíèþ" ìîæ-
íî äàòü âïîëíå ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êàê ñóùåñòâîâàíèþ
òàêîãî ìîìåíòà âðåìåíè, â êîòîðûé ðåçåðâ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñòàíîâèò-
ñÿ îòðèöàòåëüíûì, íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, ðàçîðåíèÿ íå ïðîèñõîäèò,
ïîñêîëüêó â óïîìÿíóòîé âûøå ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü, íà-
ïðèìåð, âçÿòü êðåäèò â áàíêå è ðàñïëàòèòüñÿ ñ êëèåíòàìè çà ñ÷åò ýòîãî
êðåäèòà.

Ðàññìîòðèì èíîé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè, ñâÿçàííûé êàê ñ âîçìîæ-
íîñòüþ èíâåñòèðîâàíèÿ ñâîáîäíîãî êàïèòàëà â ïðèáûëüíûå ïðîåêòû, òàê
è ñ âîçìîæíîñòüþ â íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ ïîëüçîâàòüñÿ êðåäèòàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò íåêîòîðîãî îòðåçêà âðåìå-
íè [0, T ] ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èìååò ñòàðòîâûé êàïèòàë u. Ïóñòü N(t),
0 ≤ t ≤ T , � ÷èñëî ñòðàõîâûõ âûïëàò äî ìîìåíòà t. Êàê è ðàíüøå, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî N(t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Ïóñòü Xi

� ñòðàõîâàÿ âûïëàòà ïî i-îìó ñòðàõîâîìó ñëó÷àþ. Ðàññìîòðèì ïðîñòåé-
øóþ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ñîãëàñíî êîòîðîé
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèðîñò êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè çà ñ÷åò ñòðà-
õîâûõ âçíîñîâ êëèåíòîâ ëèíååí âî âðåìåíè, òàê ÷òî ïîòåðè ñòðàõîâîé
êîìïàíèè çà ïåðèîä âðåìåíè [0, t] èìåþò âèä

S(t) =
N(t)∑

i=1
Xi − αλt,

ãäå α � ñòàâêà ñòðàõîâîé ïðåìèè. Òîãäà âåëè÷èíà

R(t) = u− S(t) = u + αλt−
N(t)∑

i=1
Xi

èìååò ñìûñë ðåçåðâà ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñ.â. X1, X2, ... íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, à ïðî-
öåññ N(t) íåçàâèñèì îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1, X2, ... â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè t.

Êàê è ðàíåå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ EXi = m, DXi = σ2,
EX2

i = µ2 (= m2 + σ2), EX3
i = µ3.

99



5.5 Îöåíêè äëÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà
ñòðàõîâîé êîìïàíèè.

Ïóñòü c1(t) > 0 � èçäåðæêè â ìîìåíò t íà åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó
ñðåäñòâ èç-çà "ïðîëåæèâàíèÿ" äåíåã ââèäó èõ íàïðàñíîãî ïðèâëå÷åíèÿ
â ðåçåðâ. Â êà÷åñòâå c1(t) ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, äîõîäíîñòü öåííûõ
áóìàã, â êîòîðûå ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ìîãëà áû âëîæèòü ñðåäñòâà ñ öå-
ëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè, êîòîðóþ ôàêòè÷åñêè îíà òåðÿåò (ÿñíî, ÷òî ýòà
õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè). Ïóñòü c2(t) > 0
� èçäåðæêè â ìîìåíò t íà åäèíèöó ñðåäñòâ íà åäèíèöó âðåìåíè èç-çà
íåõâàòêè äåíåã ïðè íåîáõîäèìîñòè èõ âûïëàòû êëèåíòó. Â êà÷åñòâå c2(t)
ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, áåçðèñêîâûé áàíêîâñêèé ïðîöåíò, ïðè êîòîðîì
êîìïàíèÿ ìîæåò âçÿòü êðåäèò â áàíêå äëÿ ïîãàøåíèÿ çàäîëæåííîñòè
êëèåíòàì (ÿñíî, ÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà òàêæå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè). Òîãäà ñðåäíèå ñóììàðíûå èçäåðæêè D(u) ñòðàõîâîé
êîìïàíèè çà âðåìÿ T îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5.1.1). Ìû ðàññìàò-
ðèâàåì çàäà÷ó îá îïòèìèçàöèè âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ïðè óñëî-
âèè, ÷òî

c1(t) = c1t
n, c2(t) = c2t

n,

ãäå n � öåëîå íåîòðèöèòåëüíîå. Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè
ìû ïðèìåì D(u), òî åñòü åñëè ìû áóäåì èñêàòü òàêîå çíà÷åíèå íà÷àëüíî-
ãî êàïèòàëà u0, ïðè êîòîðîì ìèíèìàëüíû ñðåäíèå ñóììàðíûå èçäåðæêè
(5.1.1), òî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âî ââåäåíèè, u0 óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ (5.1.3). Îäíàêî áåç ïîëíîé èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè
ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé ðåøèòü óðàâíåíèå (5.1.3) íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó
ìû áóäåì èñêàòü äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ES(t) = (m−α)λt, DS(t) = µ2λt. Ñîãëàñíî óñëî-
âèþ ñðåäíåé áåçóáûòî÷íîñòè äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè, äîëæíî
áûòü α > m, îòêóäà ES(t) < 0. Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé çàäà÷å (î ïëàíèðî-
âàíèè îïòèìàëüíîãî ðåçåðâà) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæ-
íîå ïîñëåäíåìó. Îáîçíà÷èì m1 = m− α. Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò,
÷òî m1 < 0. Âåðíû îöåíêè (5.2.1) è (5.3.3) ñ çàìåíîé m íà m1. Ïîýòîìó
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u0, áóäó÷è ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (5.3.1), ìîæåò áûòü îöåíåíî ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (5.3.3) è (5.3.4),
â êîòîðûõ m çàìåíåíî íà m1.
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Òåîðåìà 5.5.1. Ïóñòü α > m,

ψ1(λT ) ≤ δ ≤ 1− ψ2(λT ).

Òîãäà

−(α−m)λT n+1wn(1−δ+ψ1(λT )) ≤ u0 ≤ −(α−m)λT n+1wn(1−δ−ψ2(λT )),

ãäå wn(C) � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.3.6), ψ1(z), ψ2(z) òà-
êèå æå, êàê è â (5.3.7), (5.3.8) ñîîòâåòñòâåííî, íî ñ çàìåíîé m íà
(α−m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñêàòü îöåíêè äëÿ ðåøåíèé u1 è u2

ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé (5.3.3) è (5.3.4), èñïîëüçóÿ óæå ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû. Ñíîâà ïîëîæèì

u

m1λ
= x, m1

√√√√ λ

µ2
= A.

Íà ñåé ðàç A < 0, ïîýòîìó

1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt =

1

T

T∫

0

Φ

(
−|A|x− t√

t

)
dt ≡ I−nT (x).

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
n + 1

T n+1 I−nT (x) = 1− n + 1

T n+1 InT (x).

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì îöåíêè (5.3.5) ìû èìååì

1− n + 1

T n+1

n∑

k=0

1

A2k

(n + k)!

k!(n− k + 1)!2k
xn−k+1 − (2n + 1)!

n!2n+1

1

(A2T )n+1 ≤

≤ n + 1

T n+1 I−nT (x) ≤

≤ 1− n + 1

T n+1

n∑

k=0

1

A2k

(n + k)!

k!(n− k + 1)!2k
xn−k+1 +

n + 1

|A|√2πT
,

îòêóäà ìû ïîëó÷àåì íóæíûå îöåíêè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ ñëó÷àÿ n = 0 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå, óòî÷íÿþùåå

ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â (Êàøàåâ è Êîðîëåâ, 1999).
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Ñëåäñòâèå 5.5.1. Ïðè α > m âåðíà îöåíêà íà÷àëüíîãî êàïèòàëà

−(α−m)λT (1− δ + ψ1(λT )) ≤ u0 ≤ −(α−m)λT (1− δ − ψ2(λT )),

ãäå ψ1(x), ψ2(x) òàêèå æå, êàê è â (5.2.5), (5.2.6), íî ñ çàìåíîé m íà
(α−m).

Ñëåäñòâèå 5.5.2. Ïóñòü m < 0,

ψ1(λT ) ≤ δ ≤ 1− ψ2(λT ).

Òîãäà ïðè ôóíêöèÿõ èçäåðæåê

c1(t) = c1t, c2(t) = c2t

âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè

− T 2

α−m

(√
µ2

2 + (1− δ + ψ1(λT ))(α−m)4λ2T 2 − µ2

)
≤

≤ u0 ≤ − T 2

α−m

(√
µ2

2 + (1− δ − ψ2(λT ))(α−m)4λ2T 2 − µ2

)
,

ãäå ψ1(z), ψ2(z) òàêèå æå, êàê è â (5.3.9) è (5.3.10) ñîîòâåòñòâåííî,
íî ñ çàìåíîé m íà (α−m).

Çàìå÷àíèå 5.5.1. Èç Òåîðåìû 5.5.1 ñëåäóåò äîâîëüíî íåîæèäàííûé
âûâîä: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè ïðîèçâåäåíèÿ λT îïòèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ñòàðòîâîãî êàïèòàëà äîëæíî áûòü îòðèöàòåëüíûì. Èíû-
ìè ñëîâàìè, íà÷èíàòü äåëî ìîæíî, èìåÿ äîëãè. Ïðè ýòîì Òåîðåìà 5.5.1
óñòàíàâëèâàåò ïðåäåëû, â êîòîðûõ äîëæíî ëåæàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
äîëãà. Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè,
ìèíèìèçèðóþùèé ñðåäíèå èçäåðæêè, ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî "ìÿãêèì".

Çàìå÷àíèå 5.5.2. Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.2.1) íå ïðå-
âîñõîäèò åäèíèöû, â åãî ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïîñòàâèòü âûðàæåíèå
min{1, L3/

√
λt}. Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (5.2.5), (5.2.6),

(5.3.7), (5.3.8), à âìåñòå ñ íèìè è âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ,
âêëþ÷àÿ ôîðìóëèðîâêè Òåîðåì 5.2.1, 5.3.1 è 5.5.1, ïðè λT ≥ L2

3 âûðàæå-
íèå 2L3/

√
λT ìîæíî çàìåíèòü ìåíüøåé âåëè÷èíîé (2−L3/

√
λT )L3/

√
λT ,

à ïðè λT ≤ L2
3 âûðàæåíèå 2L3/

√
λT ìîæíî çàìåíèòü åäèíèöåé.
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5.6 Ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè äëÿ îïòèìàëüíîé
ñòàâêè ñòðàõîâîé ïðåìèè è âðåìåíè äîñòèæåíèÿ
æåëàåìîãî çíà÷åíèÿ ðåçåðâà.

Ðàññìîòðèì ðåçåðâ ñòðàõîâîé êîìïàíèè R(t) â ìîìåíò t. Ñòðàòåãèþ
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ðàçóìíî âûáèðàòü, èñõîäÿ èç
òðåáîâàíèÿ î òîì, ÷òîáû â êîíöå ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà ðåçåðâ, èìå-
þùèéñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ñòðàõîâîé êîìïàíèè, áûë äîñòàòî÷íî âåëèê. Ýòî
òðåáîâàíèå ìîæíî ïîíèìàòü ïî-ðàçíîìó. Ìîæíî, íàïðèìåð, çàäàòü íåêî-
òîðîå ÷èñëî R0 > 0 è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

ER(T ) ≥ R0. (5.6.1)

Ìîæíî òàêæå çàäàòü íåêîòîðûå ÷èñëà γ ∈ (0, 1) (ïî âîçìîæíîñòè, γ
äîëæíî áûòü áëèçêèì ê åäèíèöå) è R0 > 0 è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

P(R(T ) ≥ R0) ≥ γ. (5.6.2)

Âûïîëíåíèå óñëîâèé (5.6.1) èëè (5.6.2) ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî ñ ïîìî-
ùüþ ðàçóìíîãî âàðüèðîâàíèÿ âåëè÷èí ñòàðòîâîãî êàïèòàëà u è ñòàâêè
ñòðàõîâîé ïðåìèè α. Òåîðåìà 5.3.1 ïîçâîëÿåò íàì ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèå çàäà÷è è íàéòè èõ ïðèáëèæåííûå (ãàðàíòèðîâàííûå) ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 5.6.1. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñòàðòîâîãî êàïèòàëà u

è ñòàâêè ñòðàõîâîé ïðåìèè α, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ
(5.6.1) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíèå èçäåðæêè, ïîíèìàåìûå â ñìûñëå (5.1.1),
ìèíèìàëüíû.

Çàäà÷à 5.6.2. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñòàðòîâîãî êàïèòàëà u

è ñòàâêè ñòðàõîâîé ïðåìèè α, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ
(5.6.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíèå èçäåðæêè, ïîíèìàåìûå â ñìûñëå (5.1.1),
ìèíèìàëüíû.

Ðàññìîòðèì ýòè çàäà÷è ïðè óñëîâèè ñðåäíåé áåçóáûòî÷íîñòè ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, òî åñòü α > m, è ïðè ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèÿõ èçäåðæåê, òî åñòü ïðè n = 0. Äëÿ îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå
(5.1.1) íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u0, êàê ýòî áûëî ïîëó÷åíî ïðåäûäóùåì ðàç-
äåëå, âåðíà îöåíêà, óñòàíîâëåííàÿ Òåîðåìîé 5.2.1:

u0 ≥ −λT

[
(α−m)

(
1− δ +

2L3√
λT

)
+

√
µ2

2πλT

]
. (5.6.3)
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Â Çàäà÷å 5.6.1, î÷åâèäíî, ER(T ) = u + λT (α−m), ïîýòîìó
u0 + λT (α−m) ≥ R0,

îòêóäà
α ≥ m +

R0 − u0

λT
. (5.6.4)

Ïîñêîëüêó, êàê ìû óæå ãîâîðèëè âûøå, îïðåäåëèòü òî÷íîå çíà÷åíèå u0

ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé íèæíåé îöåí-
êè äëÿ α1, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì Çàäà÷è 5.6.1, çàìåíèì íåðàâåíñòâî
(5.6.4) áîëåå æåñòêèì, óâåëè÷èâ åãî ïðàâóþ ÷àñòü ïóòåì ïîäñòàíîâêè
âìåñòî u0 åãî íèæíåé îöåíêè (5.6.3) è âìåñòî (5.6.4) áóäåì èñêàòü ìèíè-
ìàëüíîå ðåøåíèå α∗1 íåðàâåíñòâà

α ≥ m +
R0

λT
+ (α−m)

(
1− δ +

2L3√
λT

)
+

√
µ2

2πλT
.

Ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

(α−m)

(
δ − 2L3√

λT

)
≥ R0

λT
+

√
µ2

2πλT
,

îòêóäà ìû ïîëó÷àåì ãàðàíòèðîâàííóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ Çà-
äà÷è 5.6.1:

α1 ≥ α∗1 = m +

(
R0

λT
+

√
µ2

2πλT

) (
δ − 2L3√

λT

)−1

.

Ýòà îöåíêà, î÷åâèäíî, èìååò ñìûñë ïðè λT > 4L2
3δ
−2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì Çàäà÷ó 5.6.2. Êâàíòèëü ïîðÿäêà γ ñòàíäàðòíîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü nγ: Φ(nγ) = γ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî

P(R(T ) ≥ R0) = P(S(T ) ≤ u−R0). (5.6.5)

Èñïîëüçóÿ (5.6.5) è íåðàâåíñòâî (5.2.1), çàìåíèì óñëîâèå (5.6.2) áîëåå
æåñòêèì:

P(R(T ) ≥ R0) ≥ Φ


u−R0 + λT (α−m)√

λTµ2


− L3√

λT
≥ γ. (5.6.6)

Îáîçíà÷èì γT = γ + L3/
√

λT . Òîãäà èç (5.6.6) ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå
íåðàâåíñòâî

u−R0 + λT (α−m)√
λTµ2

≥ nγT
. (5.6.7)
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Ñíîâà èñïîëüçóåì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íåðàâåíñòâî (5.6.3) äàåò îöåíêè
äëÿ çíà÷åíèÿ u0, îáåñïå÷èâàþùåãî ìèíèìóì ñðåäíèõ èçäåðæåê, ïðè ëþ-
áîì α. Ïîýòîìó α2, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì Çàäà÷è 5.6.2, óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó α2 ≥ α′2, ãäå α′2 � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå α, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå íåðàâåíñòâó (5.6.7), â êîòîðîå âìåñòî u ïîäñòàâëåíî u0:

u0 −R0 + λT (α−m) ≥ nγT

√
λTµ2,

îòêóäà
α ≥ m +

1

λT

(
R0 − u0 + nγT

√
λTµ2

)
. (5.6.8)

Ñíîâà çàìåíèì íåðàâåíñòâî (5.6.8) áîëåå æåñòêèì, âîñïîëüçîâàâøèñü
îöåíêîé äëÿ u0, óñòàíàâëèâàåìîé (5.6.3). Ìû ïîëó÷èì, ÷òî α2 ≥ α′2 ≥ α∗2,
ãäå α∗2 � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

α ≥ m +
R0

λT
+ (α−m)

(
1− δ +

2L3√
λT

)
+

√
µ2

2πλT
+ nγT

√
µ2

λT
.

Ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

(α−m)

(
δ − 2L3√

λT

)
≥ R0

λT
+

√
µ2

λT

(
nγT

+
1√
2π

)
,

îòêóäà ìû ïîëó÷àåì ãàðàíòèðîâàííóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ Çà-
äà÷è 5.6.2:

α2 ≥ α∗2 = m +

[
R0

λT
+

√
µ2

λT

(
nγT

+
1√
2π

)] (
δ − 2L3√

λT

)−1

.

Ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîãî òðåáîâàíèÿ γT < 1 çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà èìååò
ñìûñë ïðè λT > L2

3 max{4δ−2, (1− γ)−2}.
Íåðàâåíñòâî (5.6.3) ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü åùå äâå çàäà÷è è ïîëó÷èòü

îöåíêè äëÿ èõ ðåøåíèé. Ïóñòü, êàê è âûøå, R0 è γ � äâà çàðàíåå çàäàí-
íûõ ÷èñëà, 0 < γ < 1.

Çàäà÷à 5.6.3. Ïðè çàäàííîé ñòàâêå ñòðàõîâûõ ïðåìèé α íàéòè òàêîå
T0, ÷òîáû äëÿ T ≥ T0 áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå (5.6.1) ïðè óñëîâèè, ÷òî
èçäåðæêè, ïîíèìàåìûå â ñìûñëå (5.1.1), ìèíèìàëüíû.

Çàäà÷à 5.6.4. Ïðè çàäàííîé ñòàâêå ñòðàõîâûõ ïðåìèé α íàéòè òàêîå
T0, ÷òîáû äëÿ T ≥ T0 áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå (5.6.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî
èçäåðæêè, ïîíèìàåìûå â ñìûñëå (5.1.1), ìèíèìàëüíû.
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Íèæíèå îöåíêè äëÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè, êàê è â ïðå-
äûäóùåì ïóíêòå, çàìåíÿÿ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿ (5.6.1) è (5.6.2) áîëåå
æåñòêèìè. À èìåííî, óñëîâèå (5.6.1) ïðèíèìàåò âèä

T ≥ R0 − u0

λ(α−m)
.

Åñëè ìû òåïåðü çàìåíèì ýòî íåðàâåíñòâî áîëåå ñèëüíûì, ïîäñòàâèâ âìå-
ñòî u0 åãî íèæíþþ îöåíêó èç Òåîðåìû 5.3.1, ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

T (2− δ) +

√√√√T

λ


2L3 +

√
µ2√

2π(α−m)


− R0

λ(α−m)
≥ 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî (à ñòàëî áûòü, è ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ
Çàäà÷è 5.6.3) èìååò âèä

T ≥ T
(3)
0 =

1

4λ(2− δ)2×

×



√√√√√

2L3 +

√
µ2√

2π(α−m)




2

+
4(2− δ)R0

α−m
−


2L3 +

√
µ2√

2π(α−m)







2

.

×òîáû íàéòè ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ Çàäà÷è 5.6.4, ìû
äâàæäû çàìåíèì óñëîâèå (5.6.2) áîëåå ñèëüíûì. Ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ
íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

u0 −R0 + λT (α−m) ≥ nγT

√
λTµ2,

â êîòîðîì çàòåì çàìåíèì u0 åãî íèæíåé îöåíêîé, äàâàåìîé íåðàâåíñòâîì
(5.6.3), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èâ íåðàâåíñòâî

λT (1− δ + α−m) +
√

λT


2L3 +

√
µ2√

2π(α−m)
− nγT

√
µ2


−R0 ≥ 0

îòíîñèòåëüíî T . Ðåøåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà (è, çíà÷èò, ãàðàíòèðîâàííàÿ
îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ Çàäà÷è 5.6.4) èìååò âèä

T ≥ T
(4)
0 =

1

4λ(1− δ + α−m)2


nγT

√
µ2 − 2L3 −

√
µ2√

2π(α−m)
+

+

√√√√√

nγT

√
µ2 − 2L3 −

√
µ2√

2π(α−m)




2

+ 4R0(1− δ + α−m)




2

.
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5.7 Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ðèñêà,
ñâÿçàííàÿ ñ íåæåëàòåëüíîñòüþ èçáûòî÷íîãî
ðàçìåðà ñòàðòîâîãî êàïèòàëà

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èçìåíåííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ñðåäíèõ èçäåðæåê äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ðàññìàòðèâàåìîé
â ýòîì ðàçäåëå. Ïóñòü c1(t, u) � èçäåðæêè â ìîìåíò t íà åäèíèöó ñðåäñòâ
íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè u ≥ 0, òî c1(t, u) =
c1(t) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå c1(t) èìååò ñìûñë èçäåðæåê èç-çà "ïðîëåæèâà-
íèÿ" äåíåã ââèäó èõ íàïðàñíîãî ïðèâëå÷åíèÿ â ðåçåðâ. Â êà÷åñòâå c1(t)
ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, äîõîäíîñòü öåííûõ áóìàã, â êîòîðûå ñòðàõî-
âàÿ êîìïàíèÿ ìîãëà áû âëîæèòü ñðåäñòâà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè,
êîòîðóþ ôàêòè÷åñêè îíà òåðÿåò (ÿñíî, ÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè). Åñëè æå u < 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñè-
òóàöèè, â êîòîðîé êîìïàíèÿ íà÷èíàåò ñòðàõîâîé áèçíåñ, èìåÿ äîëãè, òî
ïîëîæèì c1(t, u) = −c0(t) > 0. Çäåñü |c0(t)| èìååò ñìûñë "øòðàôà" çà
íàëè÷èå äîëãîâ. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå |c0(t)| ìîæíî âçÿòü ïðîöåíò, ïîä
êîòîðûé ñëåäóåò âîçâðàòèòü äîëãè. Ïóñòü c2(t) > 0 � èçäåðæêè â ìî-
ìåíò t íà åäèíèöó ñðåäñòâ íà åäèíèöó âðåìåíè èç-çà íåõâàòêè äåíåã ïðè
íåîáõîäèìîñòè èõ âûïëàòû êëèåíòó. Â êà÷åñòâå c2(t) ìîæíî âçÿòü, íà-
ïðèìåð, áåçðèñêîâûé áàíêîâñêèé ïðîöåíò, ïðè êîòîðîì êîìïàíèÿ ìîæåò
âçÿòü êðåäèò â áàíêå äëÿ ïîãàøåíèÿ çàäîëæåííîñòè êëèåíòàì (ÿñíî, ÷òî
ýòà õàðàêòåðèñòèêà òàêæå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè). Òî-
ãäà ñðåäíèå ñóììàðíûå èçäåðæêè D(u) ñòðàõîâîé êîìïàíèè çà âðåìÿ T

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

D(u) = u
T∫

0

c1(t, u)dt +
T∫

0

c2(t)E(S(t)− u)+dt =

=





−u
T∫
0
c0(t)dt +

T∫
0
c2(t)E(S(t)− u)+dt, åñëè u ≤ 0;

u
T∫
0
c1(t)dt +

T∫
0
c2(t)E(S(t)− u)+dt, åñëè u ≥ 0.

(5.7.1)

Ïîäîáíûé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè
áûë ðàññìîòðåí â ýòîì ðàçäåëå, â êîòîðîì èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ íåäî-
ñòàòêîì ñðåäñòâ, ïîíèìàþòñÿ òàê æå, êàê è çäåñü, íî èçäåðæêè äðóãîãî
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òèïà ñâÿçàíû ñ íåæåëàòåëüíûì èçáûòêîì ðåçåðâà â êàæäûé ìîìåíò âðå-
ìåíè, à íå ñ èçáûòêîì íà÷àëüíîãî êàïèòàëà, êàê çäåñü.

Ìû áóäåì èñêàòü òàêîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u0, ïðè êîòîðîì
ìèíèìàëüíû ñðåäíèå ñóììàðíûå èçäåðæêè (5.7.1).

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj àáñîëþòíî
íåïðåðûâíû. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû S(t), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ft(x), x ∈ IR è ïðè u < 0
ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü D(u) â âèäå

D(u) = −u
T∫

0

c0(t)dt+
T∫

0

c2(t)ES(t)1(S(t) > u)dt−u
T∫

0

c2(t)P(S(t) > u)dt =

= −u
T∫

0

c0(t)dt +
T∫

0

c2(t)ES(t)dt−

−
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
xft(x)dx


 dt− u

T∫

0

c2(t)dt + u
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt.

Äèôôåðåíöèðóÿ D(u) ïî u ïðè u < 0, ïîëó÷àåì

dD(u)

du
= −

T∫

0

c0(t)dt− u
T∫

0

c2(t)ft(u)dt−
T∫

0

c2(t)dt+

+
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt + u

T∫

0

c2(t)ft(u)dt =

= −
T∫

0

[c0(t) + c2(t)]dt +
T∫

0

c2(t)P(S(t) < u)dt.

Îòñþäà íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè u < 0 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè D(u)
ïî u îòðèöàòåëüíà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî D(u) ≥ D(0) äëÿ ëþáîãî u <

0. Ïîýòîìó ìèíèìóì ôóíêöèè D(u) äîñòèãàåòñÿ íà íåîòðèöàòåëüíûõ u

(åñëè îí äîñòèãàåòñÿ íà êîíå÷íîì u).
Ïðè u ≥ 0
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D(u) = u
T∫

0

c1(t)dt +
T∫

0

c2(t)ES(t)1(S(t) > u)dt− u
T∫

0

c2(t)P(S(t) > u)dt =

= u
T∫

0

c1(t)dt +
T∫

0

c2(t)ES(t)dt−

−
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
xft(x)dx


 dt− u

T∫

0

c2(t)dt + u
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt.

Äèôôåðåíöèðóÿ D(u) ïî u ïðè u ≥ 0, ïîëó÷àåì

dD(u)

du
=

T∫

0

c1(t)dt− u
T∫

0

c2(t)ft(u)dt−

−
T∫

0

c2(t)dt +
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt + u

T∫

0

c2(t)ft(u)dt =

=
T∫

0

[c1(t)− c2(t)]dt +
T∫

0

c2(t)P(S(t) < u)dt =

=
T∫

0

c1(t)dt−
T∫

0

c2(t)P(S(t) ≥ u)dt.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ íóëþ, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
T∫

0

c2(t)P(S(t) ≥ u)dt =
T∫

0

c1(t)dt. (5.7.2)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c1(t) = c1t
n, c2(t) = c2t

n, ãäå n � íåîòðèöà-
òåëüíîå öåëîå. Åñëè c1 > c2, òî, êàê íåñëîæíî âèäåòü, dD(u)

du > 0. Ïîýòîìó
ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè c1 > c2 îïòèìàëü-
íûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ u0 = 0. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì íåòðè-
âèàëüíûì ñëó÷àåì îñòàåòñÿ c1 < c2. Ïðè òàêèõ c1 è c2 óðàâíåíèå (5.7.2)
ïðèíèìàåò âèä

n + 1

T n+1

T∫

0

tnP(S(t) < u)dt = δ, (5.7.3)
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ãäå δ = (c2−c1)/c2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíèõ ñóììàð-
íûõ èçäåðæåê ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ïîíèìàåìûõ â ñìûñëå (5.7.1), ñâåëàñü
ê îòûñêàíèþ íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.7.3). Äðóãèìè ñëî-
âàìè,

u0 = (u?)+,

ãäå u? � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.7.3).
Ïîñêîëüêó ìû óæå ðåøèëè àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó, òî âåðíà
Òåîðåìà 5.7.1. Åñëè m ≥ α,

ψ2(λT ) ≤ δ ≤ 1− ψ1(λT ),

òî

m1λT n+1wn(δ − ψ2(λT ))+ ≤ u0 ≤ m1λT n+1wn(δ + ψ1(λT )),

åñëè m < α,
δ ≤ 1− ψ2(λT ),

òî
0 ≤ u0 ≤ (−|m1|λT n+1(1− δ − ψ2(λT )))+,

ãäå m1 = α − m, wn(C) � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.3.6),
ψ1(z), ψ2(z) òàêèå æå, êàê è â (5.3.7), (5.3.8), íî ñ çàìåíîé m íà m1.
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